






Ââåäåíèå â àëãåáðó
Çàäà÷è è ðåøåíèÿ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå



Êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ó÷åáíîå ïîñîáèå ïî êóðñó âûñ-
øåé àëãåáðû, èçó÷àåìîì â ïåðâîì ñåìåñòðå, è îõâàòûâàåò ìà-
òåðèàë ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ: ìíîæåñòâà è îòíîøåíèÿ, áèíàð-
íûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ è êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà. Ïîñîáèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïåð-
âè÷íîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ èçó÷àåìûì ìàòåðèàëîì, äëÿ ïîäãî-
òîâêè ê ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì, äëÿ çàêðåïëåíèÿ ïîëó÷åí-
íûõ çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ.

Ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ðàçëè÷íûõ ôîðì îáó÷åíèÿ
ïî íàïðàâëåíèþ ¾Ïåäàãîãè÷åñêîå îáðàçîâàíèå¿.
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Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ìàòåðèàë ïî òåîðèè àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ñèñòåì, èçëàãàåìûé, êàê ïðàâèëî, â ïåðâîì ñåìåñò-
ðå êóðñà âûñøåé àëãåáðû â ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçàõ. Ìàòåðèàë
ðàñïðåäåëåí ïî ñëåäóþùèì ðàçäåëàì: ìíîæåñòâà è îòíîøå-
íèÿ, áèíàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, ãðóïïû, êîëüöà, ïî-
ëÿ è êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Â íà÷àëå êàæäîãî ïàðàãðàôà êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû îñ-
íîâíûå ïîëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçäåëà òåîðèè. Äàëåå
ïðèâåäåíû ïðèìåðû è çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè. Â çàêëþ÷åíèè ïà-
ðàãðàôà ñîäåðæàòñÿ çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ,
êîòîðûå ñíàáæåíû óêàçàíèÿìè è îòâåòàìè. Íàëè÷èå áîëüøî-
ãî ÷èñëà ðåøåííûõ çàäà÷ ïîçíàêîìèò ÷èòàòåëÿ ñ ïðèåìàìè
è ìåòîäàìè ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïîñîáèå ïîäãîòîâëåíî íà îñíîâå ìàòåðèàëîâ çàíÿòèé ïî
àëãåáðå, ïðîâîäèìûõ àâòîðàìè â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò íà ôè-
çèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ëåñîñèáèðñêîãî ïåäàãîãè-
÷åñêîãî èíñòèòóòà � ôèëèàëà Ñèáèðñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíè-
âåðñèòåòà.

Ïðè ðàáîòå íàä ïîñîáèåì èñïîëüçîâàëàñü ó÷åáíàÿ ëèòåðà-
òóðà, ñïèñîê êîòîðîé ïðèâåäåí â êîíöå êíèãè, òàì æå ïðèâå-
äåí ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé è óêàçàòåëü òåðìèíîâ.

Ìû èñêðåííå áëàãîäàðíû âñåì ïðåïîäàâàòåëÿì êàôåäðû
àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Èíñòèòóòà Ìàòåìàòèêè è
ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè ÑÔÓ, â îáùåíèè ñ êîòîðû-
ìè ñëîæèëîñü íàøå ïðåäñòàâëåíèå îá àëãåáðå è åå ïðåïîäàâà-
íèè. Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü ìû õîòèì âûðàçèòü ïðîôåññîðó
Â. Ì. Ëåâ÷óêó çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è èíòåëëåêòóàëüíîå
âäîõíîâåíèå. Àâòîðû
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Ìíîæåñòâî � îäíî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ñîâðåìåííîé ìà-
òåìàòèêè. Ýòî ïîíÿòèå ïðèíèìàþò çà ïåðâîíà÷àëüíîå è ïî-
ýòîìó íå îïðåäåëÿþò ÷åðåç äðóãèå. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî ýòî ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ (÷èñåë, òî÷åê, ôóíêöèé è
ò.ä.), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê åäèíîå öåëîå. Ñèíîíèìà-
ìè ñëîâà ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñëîâà: ñåìåéñòâî, êëàññ.

Ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà â ìàòåìàòèêå îáû÷íî îáîçíà÷à-
þò áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè: A, B, C, . . .

Îá îáúåêòàõ, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî, ãîâîðÿò, ÷òî îíè
ïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó, èëè ÿâëÿþòñÿ åãî ýëåìåí-
òàìè (òî÷êàìè).

Çàïèñü a ∈ A îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò a åñòü ýëåìåíò ìíîæå-
ñòâà A, èëè îáúåêò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A. Åñëè ýëå-
ìåíò a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, òî ïèøóò a /∈ A. Ñàì
ñèìâîë ∈ íàçûâàþò çíàêîì ïðèíàäëåæíîñòè.

Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâà-
åòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∅.

Ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ ìíîæåñòâà: íåïîñðåäñò-
âåííîå ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (ýòîò ñïîñîá
ïðèãîäåí ëèøü äëÿ çàäàíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà), óêàçàíèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà.

Íàïðèìåð, åñëè Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë, òî ìíî-
æåñòâî 2Z ÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë, ò.å. ÷èñåë, êðàòíûõ 2, ìîæíî
çàïèñàòü êàê 2Z = {z ∈ Z | z = 2x äëÿ íåêîòîðîãîx ∈ Z}.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî B âêëþ÷åíî â ìíîæåñòâî A, åñ-
ëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ÿâëÿåòñÿ òàêæå ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà A; îáîçíà÷àåòñÿ B ⊆ A. Äðóãèìè ñëîâàìè ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò ìíîæåñòâî B. Ñàì ñèì-
âîë ⊆ íàçûâàþò çíàêîì âêëþ÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî B ïðè ýòîì
íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A.
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Äâà ìíîæåñòâà A è B ñ÷èòàþò ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò
èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ; îáîçíà÷àåòñÿ A = B (åñëè A è
B íå ðàâíû, òî ïèøóò ñîîòâåòñòâåííî A ̸= B). Èñïîëüçóÿ îò-
íîøåíèå âêëþ÷åíèÿ, îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà äâóõ ìíîæåñòâ
ìîæíî çàïèñàòü òàê

A = B ⇔ A ⊆ B è B ⊆ A.

Ðàçëè÷àþò äâà âèäà âêëþ÷åíèÿ:
1) ñòðîãîå âêëþ÷åíèå A ⊂ B: ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí

ýëåìåíò ìíîæåñòâà B, íå ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó A;
2) íåñòðîãîå âêëþ÷åíèå A ⊆ B: íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî

ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B, íå ïðèíàäëåæàùåãî ìíîæåñòâó A.
Åñëè A ⊂ B, íî A ̸= B è A ̸= ∅, òî A íàçûâàåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B.
Îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè íàä ìíîæåñòâàìè, ñ ïîìîùüþ êî-

òîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B íîâûå
ìíîæåñòâà, ÿâëÿþòñÿ:

⋄ îáúåäèíåíèå

A ∪B = {x | x ∈ A èëè x ∈ B};

⋄ ïåðåñå÷åíèå

A ∩B = {x |x ∈ A è x ∈ B};

⋄ ðàçíîñòü

A \B = {x |x ∈ A è x /∈ B}.

Åñëè B ⊆ A, òî ðàçíîñòü A \ B íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì
ìíîæåñòâà B äî ìíîæåñòâà A.

Åñëè âñå ðàññìàòðèâàåìûå â õîäå êàêîãî-ëèáî ðàññóæäå-
íèÿ ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà U , òî òàêîå ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
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ìíîæåñòâîì. Ðàçíîñòü U \ A â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ äî-

ïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A.
Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ è èõ ñâîéñòâ

÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà. Íà ðèñ. 1 çà-
øòðèõîâàííàÿ ÷àñòü èçîáðàæàåò îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è
ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A, B.
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Ðèñ. 1

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü îäíî ìíîæå-
ñòâî, íå èìåþùèå ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ïó-
ñòûõ ìíîæåñòâà ∅1 è ∅2, ïðè÷åì ∅1 ̸= ∅2. Äëÿ ëþáîãî ìíî-
æåñòâà A èìååì A ∩ ∅ = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ∅1 ∩ ∅2 = ∅2 = ∅1.
�

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî {∅} ̸= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî {∅} ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåí-
òà ∅, à ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ñîâñåì íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ýëå-
ìåíòîâ. �

Çàäà÷à 3. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ìíîæåñòâà A, B è C,
÷òî

A ∩B ̸= ∅, A ∩ C = ∅, (A ∩B) \ C = ∅?
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Ðåøåíèå. Òàê êàê A∩B ̸= ∅, òî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò
x ∈ A ∩ B. Òîãäà x ∈ A è A ∩ C = ∅, ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ C.
Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ ðàçíîñòè äâóõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåì
x ∈ (A∩B) \C è (A∩B) \C ̸= ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Çíà÷èò, òàêèõ ìíîæåñòâ A, B è C íå ñóùåñòâóåò. �

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B, C
âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè îáúåäèíåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ, ò.å.

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà íàì

íåîáõîäèìî áóäåò äîêàçàòü äâà âêëþ÷åíèÿ: 1) A ∪ (B ∩ C) ⊆
⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C) è 2) (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

1) Ïóñòü x ∈ A ∪ (B ∩ C). Òîãäà x ∈ A èëè x ∈ B ∩ C.
Åñëè x ∈ A, òî x ∈ A ∪ B è x ∈ A ∪ C. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Åñëè x ∈ B ∩ C, òî x ∈ B è
x ∈ C, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ A ∪ B è x ∈ A ∪ C, è çíà÷èò,
x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîãî ýëåìåíòà x, èç óñëîâèÿ x ∈ A∪
∪(B ∩C) ñëåäóåò, ÷òî x ∈ (A∪B)∩ (A∪C), ò.å. ìû äîêàçàëè
âêëþ÷åíèå A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

2) Ïóñòü òåïåðü x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Òîãäà x ∈ A ∪ B
è x ∈ A ∪ C. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ A èëè x ∈ B è x ∈ A èëè
x ∈ C. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ A èëè x ∈ B ∩C, è, çíà÷èò,
x ∈ A ∪ (B ∩ C).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîãî ýëåìåíòà x, åñëè
x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C), òî x ∈ A ∪ (B ∩ C), ò.å. ìû äîêàçàëè
âêëþ÷åíèå (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

Îáúåäèíÿÿ âêëþ÷åíèÿ 1) è 2), èìååì A ∪ (B ∩ C) = (A ∪
∪B) ∩ (A ∪ C). �

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A, B

A ∪B = A ∩B.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ A ∪B. Òîãäà x /∈ A ∪ B, è
ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ A x /∈ B. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x ∈ A

è x ∈ B, è, ñòàëî áûòü, x ∈ A ∩ B, ò.å. âåðíî âêëþ÷åíèå
A ∪B ⊆ A ∩B.

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü x ∈ A ∩ B. Òîãäà
x ∈ A è x ∈ B, ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ A è x /∈ B. Îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî x /∈ A∪B, è, çíà÷èò, x ∈ A ∪B. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì âêëþ÷åíèå A ∩B ⊆ A ∪B.

Îáúåäèíÿÿ äâà ïîëó÷åííûõ âêëþ÷åíèÿ, ïîëó÷àåì òðåáó-
åìîå ðàâåíñòâî. �

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1.1. Ïåðå÷èñëèòü ýëåìåíòû ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
à) {x ∈ N | x < 6};
á) {x ∈ Z | |x| ≤ 2};
â) {x ∈ R | x2 − 3x+ 2 = 0};
ã) {(x, y) | x ∈ Z, y ∈ Z, x2 + y2 = 1};
ä) ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë îò 0 äî 30, êîòîðûå ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
1.2. Çàäàòü ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ñâîéñòâà:
à) ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë;
á) ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ìîäóëü êîòî-

ðûõ áîëüøå 3;
â) ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 246, ïî ìîäó-

ëþ áîëüøèõ 2;
ã) ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êâàä-

ðàòîâ êîòîðûõ ðàâíà 1;
ä) {1, 6, 11, 16, 21, 26}.
1.3. Ðàâíû ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
à) {2, 4, 5} è {2, 4, 2, 5};
á) {1, 2, 5} è {{1}, {2}, {5}};
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â) {1, 3} è {{1, 3}};

ã)

{
x ∈ Z | x ... 4 è x ... 6

}
è

{
x ∈ Z | x ... 24

}
;

ä)
{
x ∈ R

∣∣ 1
x−2

< 1
}
è {x ∈ R | x > 3};

å) {x ∈ R | 6 ≤ x ≤ 5} è ∅?
1.4. Âåðíû ëè ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:
à) {x2 | x ∈ Q} ⊆ {x4 | x ∈ Q};
á) {4k + 1 | k ∈ Z} ⊆ {2k + 1 | k ∈ Z};
â) {x ∈ R | x2 + x+ 2 = 0} ⊆ ∅;
ã) {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > 0} ⊆ {(x, y) ∈ R2 | xy > 0}?
1.5. Óêàçàòü âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {{1, 2}, {3}, 1}.
1.6. Ñîåäèíèòü ìíîæåñòâà ñèìâîëàìè ∈ èëè ⊆ òàê, ÷òîáû

ïîëó÷èëîñü âåðíîå óòâåðæäåíèå:
à) 1 è N;
á) {1, 2} è N;
â) {1, 2} è {1, 2, {1}, {2}};
ã) {1, 2} è {1, 2, {1, 2}};
ä) ∅ è R;
å) ∅ è {∅}.
1.7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A ⊆ B, B ⊆ C è C ⊆ A, òî

A = B = C.
1.8. Íàéòè A ∪B, A ∩B, A \B, B \ A, A, B:
à) A = {1, 2, 3}, B = {2, 3, 4, 5}, U = {0, 1, . . . , 9};
á) A = {x | x äåëèòñÿ íà 2}, B = {x | x äåëèòñÿ íà 3},

U = N.
1.9. Èçîáðàçèòå ñ ïîìîùüþ êðóãîâ Ýéëåðà � Âåííà ìíî-

æåñòâ A, B è C, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííîìó óñëîâèþ:
à) A ⊆ B è B ⊆ C;
á) åñëè A ⊆ A ∩B;
â) åñëè A ∪B ⊆ A;
ã) åñëè A = A \B.
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1.10. Äîêàçàòü, ÷òî A∪B = A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
B ⊆ A.

1.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A∩B = B äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
A, òî B = ∅.

1.12. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B èìååò
ìåñòî âêëþ÷åíèå

A ∩B ⊆ A ∪B.

1.13. Âåðíû ëè, ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
à) åñëè A ∪B = A ∪ C, òî B = C;
á) åñëè A ∩B = A ∩ C, òî B = C;
â) åñëè A ∪B = A ∪ C è A ∩B = A ∩ C, òî B = C?
1.14. Äîêàçàòü îñíîâíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå òîæ-

äåñòâà è ïðîèëëþñòðèðîâàòü èõ ñ ïîìîùüþ êðóãîâ Ýëåðà�
Âåííà:

à) A ∪ A = A (èäåìïîòåíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ);
á) A ∩ A = A (èäåìïîòåíòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ);
â) A ∪B = B ∪ A (êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ);
ã) A ∩B = B ∩ A (êîììóòàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ);
ä) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C (àññîöèàòèâíîñòü îáúåäè-

íåíèÿ);
å) A∩ (B ∩C) = (A∩B)∩C (àññîöèàòèâíîñòü ïåðåñå÷å-

íèÿ);
æ) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) (äèñòðèáóòèâíîñòü

îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ);
ç) A ∩B = A ∪B;
è) A ∪ A = U ;
ê) A ∩ A = ∅;
ë) A ∪ ∅ = A;
ì) A ∩ ∅ = ∅.
1.15. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
à) A ∪ (A ∩B) = A;
á) A ∩ (A ∪B) = A;
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â) A \B = A ∩B;
ã) A ∪ (B \ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);
ä) (A \B) ∪ (A ∩B) = A;
å) A ∩B = A ∩ (A ∪B);
æ) (A ∪B) ∩ (A ∪B) = (A ∩B) ∪ (A ∩B) = A;
ç) (A ∪B) \ (A ∩B) = (A \B) ∪ (B \ A);
è) (A \B) ∪ (A \B) = (A ∪B) \ (A ∩B);
ê) (A \B) ∪ (B \ A) = (A ∪B) \ (A ∩B);
ë) (A \B) ∪ (A \B) = (B ∪ A) ∩ (A ∪B);
ì) A \ (A \B) = A ∩B;
í) B ∪ (A \B) = A ∪B;
î) B ∩ (A \B) = ∅;
ï) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);
ð) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);
ñ) A \B = A ∪B;
ò) (A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C);
ó) A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.
1.16. Íàéòè ìíîæåñòâî X, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:
à) A \X = A è A ∪X = U ;
á) A \X = ∅ è A ∪X = A.
1.17. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) A ∪B ⊆ C ⇔ A ⊆ C è B ⊆ C;
á) (A \B) ∪B = A ⇔ B ⊆ A;
â) (A ∪B) \B = A ⇔ A ∩B = ∅;
ã) A ∪B = A \B ⇔ B = ∅;
ä) A ⊆ B ⊆ C ⇔ A ∪B = B ∩ C.
1.18. Ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçû-

âàåòñÿ ìíîæåñòâî A−̇B = (A \B)∪ (B \A). Äîêàçàòü òîæäå-
ñòâà:

à) A−̇B = B−̇A;
á) A−̇(B−̇C) = (A−̇B)−̇C;
â) A ∩ (B−̇C) = (A ∩B)−̇(A ∩ C);
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ã) A−̇(A−̇B) = B;
ä) A−̇∅ = A;
å) A−̇A = ∅.
1.19. Óïðîñòèòü âûðàæåíèÿ:
à) A \B ∩ (A ∪B);
á) ((A ∩B) ∪ (B ∩ C)) ∩ ((A ∩B) ∪B);

â) A \B ∩ (A ∪B);
ã) (A ∩B ∩ C ∩D) ∪ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)) ∪ (C ∪D).
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Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Ïàðó ⟨a, b⟩
ýëåìåíòîâ a ∈ A, b ∈ B, âçÿòûõ â äàííîì ïîðÿäêå, áóäåì
íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé. Óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ⟨a, b⟩
è ⟨c, d⟩ áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè è çàïèñûâàòü ⟨a, b⟩ = ⟨c, d⟩
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = c, b = d.

Ïðÿìûì (äåêàðòîâûì) ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìíîæåñòâ A
è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ⟨a, b⟩:

A×B = {⟨a, b⟩ | a ∈ A, b ∈ B}.

Ïðÿìûì (äåêàðòîâûì) ïðîèçâåäåíèåì n ìíîæåñòâ
A1, . . . , An íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ n-îê
⟨a1, . . . , an⟩:

A1 × . . .× An = {⟨a1, . . . , an⟩ | a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}.

Åñëè A1 = . . . = An = A, òî ìíîæåñòâî A1× . . .×An íàçû-
âàåòñÿ ïðÿìîé n-é ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç An.

Áèíàðíûì îòíîøåíèåì ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ
A è B íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî R ìíîæåñòâà A×B.
Åñëè A = B, òî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíè-
åì íà A.

Åñëè R � áèíàðíîå îòíîøåíèå è ⟨a, b⟩ ∈ R, òî ãîâîðÿò, ÷òî
a è b ñâÿçàíû îòíîøåíèåì R, èëè ÷òî ýëåìåíò a íàõîäèòñÿ â
îòíîøåíèè R ê b, èëè ÷òî äëÿ a è b âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå
R. Âìåñòî çàïèñè ⟨a, b⟩ ∈ R ÷àñòî èñïîëüçóþò áîëåå ïðîñòóþ
aRb (íàïðèìåð, a < b, a = b, a ⊥ b).

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ðå-
ôëåêñèâíûì, åñëè aRa äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Ïðèìåðàìè ðåôëåêñèâíûõ îòíîøåíèé ìîãóò ñëóæèòü îò-
íîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ ïëîñêîñòè,
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îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå ÷èñåë, îòíî-
øåíèå äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ àí-
òèðåôëåêñèâíûì (èððåôëåêñèâíûì), åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ A
óñëîâèå aRa íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèìåðàìè àíòèðåôëåêñèâíûõ îòíîøåíèé ìîãóò ñëó-
æèòü îòíîøåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ
ïëîñêîñòè, îòíîøåíèå íåðàâåíñòâà (̸=) íà êàêîì-ëèáî ìíîæå-
ñòâå ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A èç óñëîâèÿ aRb ñëåäóåò
bRa.

Ïðèìåðàìè ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé ìîãóò ñëóæèòü
îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ ïëîñêîñòè,
îòíîøåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ ïëîñ-
êîñòè, îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ àí-
òèñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A èç óñëîâèé aRb,
bRa ñëåäóåò a = b.

Ïðèìåðàìè àíòèñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé ìîãóò ñëó-
æèòü îòíîøåíèå ≤ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îò-
íîøåíèå âêëþ÷åíèÿ⊆ íà êàêîé-ëèáî ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ,
îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ òðàí-
çèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ A èç óñëîâèé aRb, bRc
ñëåäóåò aRc.

Ïðèìåðàìè òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé ìîãóò ñëóæèòü îò-
íîøåíèå îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ
ïëîñêîñòè, îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå
÷èñåë, îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îò-
íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåò-
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ðè÷íî è òðàíçèòèâíî íà A. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ
â îòíîøåíèè R, íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè.

Ïðèìåðàìè îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ îòíî-
øåíèå ïàðàëëåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ ïëîñêîñòè, îò-
íîøåíèå ðàâåíñòâà íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå ÷èñåë, îòíîøå-
íèå ïîäîáèÿ íà ìíîæåñòâå òðåóãîëüíèêîâ ïëîñêîñòè.

Åñëè R îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A è a
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç A, òî ïîäìíîæåñòâî

[a]R = {x ∈ A | xRa}

âñåõ ýëåìåíòîâ, ýêâèâàëåíòíûõ äàííîìó ýëåìåíòó a, íàçû-
âàåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííîì ýëåìåíòîì
a.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà A
ïî îòíîøåíèþ R íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìíîæåñòâîì A ïî R è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A/R.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.Ïóñòü
R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A. Òîãäà

1) a ∈ [a]R;
2) aRb ⇔ [a]R = [b]R.

Èç ñâîéñòâà 1) âûòåêàåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
A ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, à èç
ñâîéñòâà 2) � ÷òî äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îò-
íîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (èëè îòíîøåíèåì íåñòðîãî
ïîðÿäêà), åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è àíòèñèììåò-
ðè÷íî. Ìíîæåñòâî ñ çàäàííûì íà íåì îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íî-
ãî ïîðÿäêà íàçûâàþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì.

Ïðèìåðàìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ìîãóò ñëóæèòü îòíîøå-
íèå âêëþ÷åíèÿ ⊆ íà êàêîé-ëèáî ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ, îò-
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íîøåíèå ≤ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îòíîøåíèå
äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà R íà ìíîæåñòâå A íàçû-
âàåòñÿ îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a è b ìíîæåñòâà A ëèáî aRb, ëèáî bRa.
Ìíîæåñòâî ñ çàäàííûì íà íåì îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿä-
êà íàçûâàþò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì.

Ïðèìåðàìè ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ
¾ìåíüøå¿ < è ¾ìåíüøå èëè ðàâíî¿ ≤ íà ìíîæåñòâå äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ìíîæåñòâ íåêîììóòàòèâíà, ò.å.

A×B ̸= B × A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = {a, b, c}, B = {a′, b′}. Òîãäà

A×B = {⟨a, a′⟩, ⟨a, b′⟩, ⟨b, a′⟩, ⟨b, b′⟩, ⟨c, a′⟩, ⟨c, b′⟩},

íî

B × A = {⟨a′, a⟩, ⟨a′, b⟩, ⟨a′, c⟩, ⟨b′, a⟩, ⟨b′, b⟩, ⟨b′, c⟩}.

Âèäèì, ÷òî A×B ̸= B × A.
Ðàâåíñòâî A×B = B×A âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ìíîæåñòâà A è B ñîâïàäàþò. �

Çàäà÷à 2. Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòå-
ìîé êîîðäèíàò ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

à) [a, b]×[c, d], ãäå [a, b] è [c, d] � îòðåçêè äåéñòâèòåëüíîé
ïðÿìîé;

á) [a, b]2.
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Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ

[a, b]× [c, d] = {⟨x, y⟩ | x ∈ [a, b], y ∈ [c, d]}.

Êàæäîé ïàðå ⟨x, y⟩ ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè, àáñöèññà êîòîðîé ðàâíà x, à îðäèíàòà � y. Åñëè
x ∈ [a, b], à y ∈ [c, d], òî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ [a, b]× [c, d]
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè ñ êîîðäè-
íàòàìè èç ìíîæåñòâ [a, b] è [c, d]. Â ñëó÷àå à) ýòî ïðÿìîóãîëü-
íèê (ðèñ. 2), â ñëó÷àå á) � êâàäðàò. �

6

-
x

y

a b

c

d

a) á) 6

-
x

y

a b

a

b

Ðèñ. 2

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî

(A×B) ∪ (C ×D) ⊆ (A ∪ C)× (B ∪D).

Ïðè êàêèõ A, B, C, D ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî?

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ (A × B) ∪ (C × D). Òîãäà x =
= ⟨y, z⟩ è y ∈ A, z ∈ B èëè y ∈ C, z ∈ D. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî y ∈ A ∪ C, z ∈ B ∪ D è x = ⟨y, z⟩ ∈ (A ∪ C) × (B ∪ D).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè âêëþ÷åíèå (A×B)∪ (C×D) ⊆
⊆ (A ∪ C)× (B ∪D).

Ðàâåíñòâî (A×B)∪ (C×D) = (A∪C)× (B∪D) âîçìîæíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç
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÷åòûðåõ óñëîâèé: 1) A = C; 2) B = D; 3) A ⊆ C è B ⊆
⊆ D; 4) D ⊆ B è C ⊆ A. Åñëè íè îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå
âûïîëíÿåòñÿ, òî ìîæíî íàéòè: à) ëèáî óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó
⟨y, z⟩, òàêóþ, ÷òî y ∈ A\C, z ∈ D\B; á) ëèáî óïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó ⟨y′, z′⟩, òàêóþ, ÷òî y′ ∈ C\A, z′ ∈ B\D. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
òàêàÿ ïàðà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (A∪C)× (B ∪D), íî íå
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (A×B) ∪ (C ×D). �

Çàäà÷à 4. Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z çàäàíî áèíàðíîå
îòíîøåíèå R: aRb ⇔ a ≤ b + 1. Âûÿñíèòü, êàêèìè ñâîéñòâà-
ìè (ðåôëåêñèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü, àíòèñèììåòðè÷íîñòü,
òðàíçèòèâíîñòü) îíî îáëàäàåò.

Ðåøåíèå.ÎòíîøåíèåR áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåôëåêñèâíûì, òàê
êàê a ≤ a + 1 äëÿ ëþáîãî a ∈ Z. Åñëè a ≤ b + 1, òî íå
âñåãäà b ≤ a + 1, íàïðèìåð, 2 ≤ 5 + 1, íî íåâåðíî, ÷òî 5 ≤
≤ 2 + 1, ñëåäîâàòåëüíî, R íå ñèììåòðè÷íî. Îòíîøåíèå R
áûëî áû àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè èç óñëîâèé a ≤ b + 1 è
b ≤ a+1 ñëåäîâàëî áû a = b, íî â íàøåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì
a− 1 ≤ b ≤ a + 1. È, íàêîíåö, R íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì:
åñëè a ≤ b+ 1 è b ≤ c+ 1, òî a ≤ c+ 2 (âìåñòî a ≤ c+ 1). �

Çàäà÷à 5. ßâëÿåòñÿ ëè áèíàðíîå îòíîøåíèå R, çàäàííîå
íà ìíîæåñòâå M = {1, 2, 3}, îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,
åñëè:

à) R = {⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨2, 1⟩, ⟨3, 3⟩};
á) R = {⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨1, 2⟩}?

Ðåøåíèå. Åñëè R ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, òî îíî,
ïî îïðåäåëåíèþ, äîëæíî áûòü ðåôëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷-
íûì è òðàíçèòèâíûì. Îòíîøåíèå R â ñëó÷àå à) ÿâëÿåòñÿ
ðåôëåêñèâíûì, òàê êàê ⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩ è ⟨3, 3⟩ ïðèíàäëåæàò R.
Äëÿ êàæäîé ïàðû â R ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ åé ïàðà, íà-
ïðèìåð, äëÿ ïàðû ⟨1, 2⟩ ñèììåòðè÷íîé áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïàðà
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⟨2, 1⟩ ∈ R. Êðîìå òîãî, R òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå, ïîñêîëü-
êó èç óñëîâèé ⟨a, b⟩ ∈ R è ⟨b, c⟩ ∈ R, âñåãäà ñëåäóåò, ÷òî è
⟨a, c⟩ ∈ R; íàïðèìåð, äëÿ ïàð ⟨2, 1⟩ ∈ R è ⟨1, 2⟩ ∈ R ïàðà
⟨2, 2⟩ òàêæå ïðèíàäëåæèò R. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî â ñëó÷àå à) R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â ñëó÷àå á) îòíîøåíèå R íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè, òàê êàê îíî íå ðåôëåêñèâíî: ⟨3, 3⟩ /∈ R è
íå ñèììåòðè÷íî: äëÿ ïàðû ⟨1, 2⟩ ∈ R ñèììåòðè÷íàÿ åé ïà-
ðà ⟨2, 1⟩ íå ïðèíàäëåæèò R. Îäíàêî, ýòî îòíîøåíèå áóäåò
ÿâëÿòüñÿ òðàíçèòèâíûì. �

Çàäà÷à 6. Ïóñòü m ∈ N. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Z áè-
íàðíîå îòíîøåíèå ≡ ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ≡ b (mod m) ⇔
a− b äåëèòñÿ íà m (÷èòàåòñÿ: a ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóëþ m).
Äîêàçàòü, ÷òî òàêîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Îïèñàòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, a− a = 0 äåëèòñÿ íà ëþ-
áîå íàòóðàëüíîå m, ò.å. a ≡ a (mod m) (ðåôëåêñèâíîñòü).

Åñëè a− b
... m, òî è b− a

... m, ò.å. èç óñëîâèÿ a ≡ b (mod m)

ñëåäóåò, ÷òî b ≡ a (mod m) (ñèììåòðè÷íîñòü). Åñëè a− b
... m

è b − c
... m, òî a − c = (a − b) + (b − c)

... m, ò.å. èç óñëîâèÿ
a ≡ b (mod m), b ≡ c (mod m) ñëåäóåò, ÷òî a ≡ c (mod m)
(òðàíçèòèâíîñòü).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî öåëûå ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìî-
äóëþ m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè äåëåíèè íà m îíè
èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè. Òàê êàê îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè
öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ m ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè íà Z, òî âñå ìíîæåñòâî Z ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ êëàññû (ìíîæåñòâà) ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ m,
ò.å. äàþùèõ îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà m. Êëàññ
âñåõ öåëûõ ÷èñåë, èìåþùèõ ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r, íà-
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çûâàþò êëàññîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m è îáîçíà÷àþò ÷åðåç
r, òàê ÷òî r = {r +mq | q ∈ Z}.

Ôàêòîðìíîæåñòâî, ïîëó÷àåìîå â ýòîì ñëó÷àå, îáû÷íî îáî-
çíà÷àþò ÷åðåç Zm. Òàê êàê ðàçëè÷íûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ
öåëûõ ÷èñåë íà m èñ÷åðïûâàþòñÿ ÷èñëàìè 0, 1, . . . ,m− 1, òî
÷èñëî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ðàâíî m, è ôàêòîðìíî-
æåñòâî Zm = {0, 1, . . . ,m− 1}. �

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

2.1. Ïåðå÷èñëèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A×B è B × A:
à) A = {1, 2}, B = {3, 4, 5};
á) A = {1, 2}, B = {1, 2, 3};
â) A = {1}, B = {1, 2, 3};
ã) A = ∅, B = {1, 2}.
2.2. Ïóñòü A, B ⊆ C. Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî A×B = (A× C) ∩ (C ×B).
2.3. Ïóñòü A, B, C, D � íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàòü,

÷òî:
à) A ⊆ B è C ⊆ D ⇔ A× C ⊆ B ×D;
á) A = B è C = D ⇔ A× C = B ×D.
2.4. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) (A ∩B)× (C ∩D) = (A× C) ∩ (B ×D);
á) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C);
â) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C);
ã) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C);
ä) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C);
å) (A \B)× C = (A× C) \ (B × C);
æ) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C).
2.5.ÏóñòüA, B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà è (A×B)∪(B×A) =

= C ×D. Äîêàçàòü, ÷òî A = B = C = D.
2.6. Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé, çà-

äàííûõ íà ìíîæåñòâå M , âûÿñíèòü, êàêèìè ñâîéñòâàìè (ðå-
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ôëåêñèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü, àíòèñèììåòðè÷íîñòü, òðàí-
çèòèâíîñòü) îíî îáëàäàåò:

à) M = N, aRb⇔ a < b;
á) M = N, aRb⇔ a ≤ b;
â) M = N, aRb⇔ a ̸= b;
ã) M = N, aRb⇔ a+ b = 1;
ä) M = N, aRb⇔ ÍÎÄ(a, b) ̸= 1;
å) M = N× N, ⟨a, b⟩R⟨c, d⟩ ⇔ ad = bc;
æ) M = Z, aRb⇔ |a| = |b|;
ç) M = Z, aRb⇔ a2 + b2 = 1;
è) M = Z, aRb⇔ 2a = 3b;
ê) M = Z, aRb⇔ a+ b > 5 è b < 0;
ë) M = Z× Z, ⟨a, b⟩R⟨c, d⟩ ⇔ a− b = c− d è a ̸= b;
ì) M = R, aRb⇔ ab > 0;
í) M = R, aRb⇔ a2 + a = b2 + b;
î) M = R, aRb⇔ a− b ∈ Z;
ï) M = R, aRb⇔ b = |a| èëè b = a2;
ð) M = P (Z) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

Z, ARB ⇔ A ∩B = ∅;
ñ) M = P (Z), ARB ⇔ A ⊂ B;
ò) M = P (Z), ARB ⇔ A ∩B ̸= ∅.
2.7. Ïîñòðîèòü áèíàðíîå îòíîøåíèå:
à) ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå, íî íå ñèììåòðè÷íîå;
á) ðåôëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷íîå, íî íå òðàíçèòèâíîå;
â) àíòèñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå, íî íå ðåôëåêñèâ-

íîå;
ã) ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå, íî íå ðåôëåêñèâíîå.
2.8. Äîêàçàòü, ÷òî ñèììåòðè÷íîå è àíòèñèììåòðè÷íîå áè-

íàðíîå îòíîøåíèå R ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì.
2.9. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, çà-

äàííûå íà ìíîæåñòâå M , ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè:

à) M = N, aRb⇔ |a− b| äåëèòñÿ íà n;
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á) M = Z, aRb ⇔ (a > 0 è b > 0) èëè (a = b = 0) èëè
(a > 0 è b > 0);

â) M � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïëîñêîñòè, a⃗Rb⃗ ⇔ a⃗ êîëëè-
íåàðåí b⃗;

ã) M � ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ, aRb ⇔ a
ïîäîáåí b.

2.10. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ îòíîøåíèé, çà-
äàííûõ íà ìíîæåñòâå M , ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè, è íàéòè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè:

à) M = N× N, ⟨a, b⟩R⟨c, d⟩ ⇔ a+ d = b+ c;
á) M = R, aRb⇔ a2 = b2;
â) M = R, aRb⇔ a− b ∈ Z.
2.11. Íà ìíîæåñòâå R çàäàíî áèíàðíîå îòíîøåíèå aRb⇔

a2+a = b2+b. Äîêàçàòü, ÷òî R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ìîæåò ñîäåðæàòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè?

2.12. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ⟨a, b⟩R⟨c, d⟩ ⇔ a2+b2 =
= c2+d2 ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå
R × R. Íàéòè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè è èçîáðàçèòü èõ íà
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.

2.13. Ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè R íà ìíîæåñòâå M = {1, 2, 3, 4, 5} òàê, ÷òîáû 1R2, 2R3.

2.14. Íàéòè âñå ôàêòîðìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {1, 2, 3}.
2.15. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî {1, 2, 3, 4} èìååò 15 ðàç-

ëè÷íûõ ôàêòîðìíîæåñòâ.
2.16. Íà ìíîæåñòâå A4, ãäå A = {0, 1}, çàäàíû áèíàðíûå

îòíîøåíèÿ R1, R2 òàê, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ a = ⟨a1, a2, a3, a4⟩,
b = ⟨b1, b2, b3, b4⟩ ∈ A4: aR1b ⇔ ai ≤ bi äëÿ íåêîòîðîãî
i = 1, 2, 3, 4, aR2b ⇔ ai ≤ bi äëÿ âñåõ i = 1, 2, 3, 4. Âûÿñ-
íèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè îòíîøåíèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå M çàäàíà áèíàðíàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, åñëè çàäàíî ïðàâèëî (çàêîí) ïî êî-
òîðîìó êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ⟨a, b⟩ ýëåìåíòîâ a, b ∈M
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ýëåìåíò
c ∈ M. Äðóãèìè ñëîâàìè, áèíàðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðà-
öèÿ íàM åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâàM ×M âî ìíîæåñòâî
M .

Áèíàðíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ îïåðàöèþ îáû÷íî îáîçíà÷àþò
êàêèì-ëèáî çíàêîì, ÷àùå âñåãî òî÷êîé ·, ïèøóò c = a · b (êàê
è ïðè óìíîæåíèè ÷èñåë, çíàê · èíîãäà îïóñêàþò), ðåæå èñ-
ïîëüçóþò ñèìâîëû: +, ∗, ◦ è äð. Çàïèñü îïåðàöèè òî÷êîé íà-
çûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíîé1 çàïèñüþ, à çàïèñü ïëþñîì �
àääèòèâíîé2 çàïèñüþ.

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè áèíàðíûõ îïåðàöèé ÿâëÿþò-
ñÿ ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
N, öåëûõ ÷èñåë Z, ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë R. Âû÷èòàíèå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæå-
ñòâàõ Z, Q, R è íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé íà ìíîæåñòâå N. Íà ìíî-
æåñòâå P (M) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàM îáúåäèíåíèå è
ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè
îïåðàöèÿìè.

Â àëãåáðå êðîìå áèíàðíûõ ðàññìàòðèâàþò òàêæå n-àðíûå
îïåðàöèè ïðè ëþáîì n, ÿâëÿþùèåñÿ îòîáðàæåíèÿìè ìíîæå-
ñòâàMn âM . Ïðè n = 1 îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ óíàðíîé.Ïðè-
ìåðîì óíàðíîé îïåðàöèè ìîæåò ñëóæèòü îïåðàöèÿ òðàíñïî-
íèðîâàíèÿ ìàòðèö.

Íà ìíîæåñòâå M ìîæåò áûòü çàäàíà íå îäíà àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ îïåðàöèÿ. Âñÿêîå ìíîæåñòâî, ñ çàäàííûìè íà íåì àëãåá-

1Îò ëàòèíñêîãî ñëîâà multiplicatio � óìíîæåíèå.
2Îò ëàòèíñêîãî ñëîâà additio � ñëîæåíèå.
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ðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè, íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé
(ñòðóêòóðîé).

Ïðèìåðàìè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ìîãóò ñëóæèòü: ìíî-
æåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z, ñ çàäàííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ; ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñ
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ; ìíîæåñòâî
Mn(R) êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç R ñ
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Âñå áèíàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè ìîæíî êëàññèôè-
öèðîâàòü ïî èõ ñâîéñòâàì.

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ∗ íà ìíîæåñòâåM íàçûâàåòñÿ àññîöè-
àòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈M âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c); (1)

îïåðàöèÿ ∗ íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
a, b ∈M

a ∗ b = b ∗ a. (2)

Íàïðèìåð, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî-
âûõ ìíîæåñòâàõ N, Z, Q, R àññîöèàòèâíû è êîììóòàòèâíû,
òîãäà êàê îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö íàMn(R) àññîöèàòèâ-
íà, íî íå êîììóòàòèâíà, à âû÷èòàíèå íà ìíîæåñòâàõ Z, Q, R
íå îáëàäàåò íè òåì íè äðóãèì ñâîéñòâîì.

Ðàâåíñòâî (2) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåí-
òîâ ìíîæåñòâà M , äàæå åñëè îïåðàöèÿ íå êîììóòàòèâíà. Òà-
êèå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè (êîììóòèðó-
þùèìè).

Ýëåìåíò e ∈ M íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ∗, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈M âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

a ∗ e = e ∗ a = a. (3)

Íàïðèìåð, ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâ N, Z, Q, R îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, 0 ÿâëÿåòñÿ
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íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâ Z, Q, R îòíîñèòåëüíî ñëî-
æåíèÿ. Ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî ñëî-
æåíèÿ è ìíîæåñòâî Z öåëûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî âû÷èòàíèÿ
íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ íå èìåþò.

Ïóñòü e � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâàM îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèè ∗. Ýëåìåíò b ∈M íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ê
ýëåìåíòó a ∈M , åñëè

a ∗ b = b ∗ a = e. (4)

Íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë ñèììåò-
ðè÷íûì ê öåëîìó ÷èñëó a ÿâëÿåòñÿ ýòî æå ÷èñëî, âçÿòîå ñî
çíàêîì ìèíóñ −a, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë ñèììåòðè÷íûì ê ÷èñëó a, a ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
1

a
(÷èñ-

ëî 0 íå èìååò ñèììåòðè÷íîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî óìíîæå-
íèÿ).

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñâÿçûâàþò äâå áèíàðíûå îïåðàöèè,
çàäàííûå íà ìíîæåñòâå M . Îïåðàöèÿ ∗ íàçûâàåòñÿ äèñòðè-
áóòèâíîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦ íà ìíîæåñòâå M , åñëè
äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈M âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

a ∗ (b ◦ c) = (a ∗ b) ◦ (a ∗ c), (b ◦ c) ∗ a = (b ∗ a) ◦ (c ∗ a). (5)

Íàïðèìåð, íà âñåõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâàõ îïåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ,
îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå P (M) äèñòðèáóòèâíà îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, à îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ
äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ. Îäíà-
êî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ÷èñåë íå äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ.

Åñëè îïåðàöèþ, çàäàííóþ íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå, îáî-
çíà÷àþò + è íàçûâàþò ñóììîé, òî â ýòîì ñëó÷àå íåéòðàëü-
íûé ýëåìåíò íàçûâàþò íóëåâûì ýëåìåíòîì è îáîçíà÷àþò θ
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èëè 0, à ýëåìåíò, ñèììåòðè÷íûé ê ýëåìåíòó a � ïðîòèâîïî-
ëîæíûì ê a è îáîçíà÷àþò −a. Åñëè èñïîëüçóþò ìóëüòèïëè-
êàòèâíóþ çàïèñü, òî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íàçûâàþò åäèíè÷-
íûì ýëåìåíòîì è îáîçíà÷àþò e èëè 1, à ýëåìåíò ñèììåòðè÷-
íûé ê ýëåìåíòó a � îáðàòíûì ê a è îáîçíà÷àþò a−1.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. ßâëÿåòñÿ ëè âû÷èòàíèå áèíàðíîé îïåðàöèåé
íà ìíîæåñòâå A = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}?

Ðåøåíèå. Âû÷èòàíèå áóäåò çàäàíî (îïðåäåëåíî) íà ìíî-
æåñòâå A, åñëè â ðåçóëüòàòå âû÷èòàíèÿ äâóõ ëþáûõ ÷èñåë
èç äàííîãî ìíîæåñòâà ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, òàêæå ïðèíàäëåæà-
ùèå ìíîæåñòâó A. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðàçíîñòü ÷èñåë −3
è 1 : −3 − 1 = −4 /∈ A. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èòàíèå íå áóäåò
ÿâëÿòüñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå A. �

Çàäà÷à 2. ßâëÿåòñÿ ëè äåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöè-
åé íà ìíîæåñòâå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q?

Ðåøåíèå. ×àñòíîå îò äåëåíèÿ äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, êðî-
ìå ñëó÷àÿ, êîãäà äåëèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 0, òàê êàê äåëåíèå
íà íóëü íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó äåëåíèå íà ìíîæåñòâå âñåõ ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïå-
ðàöèåé. Îäíàêî, åñëè âìåñòî âñåãî ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë Q ìû âîçüìåì ìíîæåñòâî Q∗ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, îò-
ëè÷íûõ îò íóëÿ � Q \ {0}, òî íà ýòîì ìíîæåñòâå äåëåíèå óæå
áóäåò ÿâëÿòüñÿ àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé. �

Çàäà÷à 3. Ïîêàçàòü, ÷òî óìíîæåíèå n×n ìàòðèö, ñîñòîÿ-
ùèõ èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé
íà ìíîæåñòâå âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö (ìàòðèöà íàçû-
âàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè åå îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ),
à ñëîæåíèå ìàòðèö � íåò.



28 � 3. Áèíàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) (aij, bij ∈ R) �
ïðîèçâîëüíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû n-îãî ïîðÿäêà: |A| ̸=
̸= 0, |B| ̸= 0. Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå AB = C = (cij) (cij ∈ R)
ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé n-îãî ïîðÿäêà.
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé
ìàòðèöåé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îäíèì èçâåñòíûì óòâåð-
æäåíèåì ëèíåéíîé àëãåáðû, à èìåííî: îïðåäåëèòåëü ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé
ýòèõ ìàòðèö. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî |C| = |A| · |B|. Òàê êàê
|A| ̸= 0, |B| ̸= 0, òî è |C| ̸= 0, ò.å. ìàòðèöà C � íåâûðîæ-
äåííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåâûðîæäåííûõ
ìàòðèö n-îãî ïîðÿäêà ñíîâà åñòü íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà n-
îãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ áèíàðíîé îïå-
ðàöèè, óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâå âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàò-
ðèö ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé, à ñàìî ìíîæåñòâî íåâû-
ðîæäåííûõ ìàòðèö ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñëîæåíèå ìàòðèö n-îãî ïîðÿäêà íå
ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå âñåõ íåâûðîæ-
äåííûõ ìàòðèö. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî áóäåò ïðèâåñòè
ïðèìåð äâóõ òàêèõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö, ñóììà êîòîðûõ
åñòü ìàòðèöà ñ íóëåâûì îïðåäåëèòåëåì. Ðàññìîòðèì ìàòðè-
öû 2-îãî ïîðÿäêà. Ïóñòü, íàïðèìåð,

A =

(
3 2
8 −1

)
, B =

(
5 −2
4 1

)
.

Îáå ýòè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, òàê êàê |A| =

=

∣∣∣∣3 2
8 −1

∣∣∣∣ = 3 · (−1) − 8 · 2 = −19 ̸= 0 è |B| =
∣∣∣∣5 −2
4 1

∣∣∣∣ =
= 5 · 1− 4 · (−2) = 13 ̸= 0.

Îäíàêî, ñóììà ýòèõ ìàòðèö A+B =

(
3 + 5 2 + (−2)
8 + 4 −1 + 1

)
=
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=

(
8 0
12 0

)
, êàê ýòî íåñëîæíî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñ

íóëåâûì îïðåäåëèòåëåì. �
Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå R âñåõ äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé

a ◦ b = a+ b

2
, êîììóòàòèâíà, íî íå àññîöèàòèâíà. Áóäåò ëè

ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíîé íà ìíîæåñòâå, ñîñòîÿùåì òîëü-
êî èç íóëÿ?

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì êîììóòà-
òèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèè. Ïóñòü a, b ∈ R. Òîãäà â ñèëó êîì-
ìóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïîëó÷àåì:

a ◦ b = a+ b

2
=
b+ a

2
= b ◦ a,

è, çíà÷èò, îïåðàöèÿ ◦ êîììóòàòèâíà íà R.
Ïðîâåðèì àññîöèàòèâíîñòü. Äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R èìååì:

(a ◦ b) ◦ c = a+ b

2
◦ c =

a+ b

2
+ c

2
=
a+ b+ 2c

4
,

íî

a ◦ (b ◦ c) = a ◦ b+ c

2
=
a+

b+ c

2
2

=
2a+ b+ c

4
.

Ñëåäîâàòåëüíî, (a ◦ b) ◦ c ̸= a ◦ (b ◦ c) ïðè a ̸= c è äàííàÿ
îïåðàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé íà R. Íà ìíîæåñòâå
{0} îïåðàöèÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ àññîöèàòèâíîé, òàê êàê çäåñü
(a ◦ b) ◦ c = 0 = a ◦ (b ◦ c). �

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå M , ñîäåðæàùåì
íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ, áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, çàäàííàÿ ôîð-
ìóëîé a ◦ b = b, àññîöèàòèâíà. Èìååò ëè ìíîæåñòâî M íåé-
òðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè?
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè. Äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈M áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà:

(a ◦ b) ◦ c = b ◦ c = c,

a ◦ (b ◦ c) = a ◦ c = c,

è ïîýòîìó îïåðàöèÿ ◦ àññîöèàòèâíà íà M .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â M ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò

e, è ïóñòü a � ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà. Òî-
ãäà, ïî îïðåäåëåíèþ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà, a ◦ e = a, íî ïî
óñëîâèþ çàäà÷è a ◦ e = e. Ñëåäîâàòåëüíî, a = e, è M ñîñòîèò
èç îäíîãî ýëåìåíòà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå áûëî íå âåðíûì è â M íåéòðàëüíîãî ýëåìåí-
òà îòíîñèòåëüíîé çàäàííîé îïåðàöèè íå ñóùåñòâóåò. �

Çàäà÷à 6. Êàêèì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îáëàäàåò ìíî-

æåñòâî M ìàòðèö âèäà

(
1 a
0 1

)
, ãäå a ∈ R, îòíîñèòåëüíî

ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ. Íàéòè âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû ýòî-
ãî ìíîæåñòâà.

Ðåøåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû èç ðàññìàòðèâàåìî-
ãî ìíîæåñòâà áóäåì èìåòü:(

1 a
0 1

)(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)(
1 a
0 1

)
=

(
1 a
0 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà

(
1 0
0 1

)
∈ M áóäåò ÿâëÿòüñÿ íåé-

òðàëüíûì (åäèíè÷íûì) ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà M .
×òîáû ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ M èìåëà îáðàòíóþ

A−1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå îïðåäåëèòåëü áûë

îòëè÷åí îò íóëÿ. Òàê êàê |A| =
∣∣∣∣1 a
0 1

∣∣∣∣ = 1 ̸= 0, òî A−1 ñóùå-

ñòâóåò, è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M áóäóò
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îáðàòèìû. Îáðàòíîé ê ìàòðèöå A áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìàòðèöà

A−1 =

(
1 −a
0 1

)
. �

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

3.1. ßâëÿåòñÿ ëè áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé:
à) ñëîæåíèå íà ìíîæåñòâå ÷åòíûõ ÷èñåë;
á) ñëîæåíèå íà ìíîæåñòâå íå÷åòíûõ ÷èñåë;
â) íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ íà ìíîæå-

ñòâå N?
3.2. ßâëÿåòñÿ ëè äåëåíèå áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïå-

ðàöèåé íà ìíîæåñòâå: à) R; á) R+?
3.3. ßâëÿåòñÿ ëè áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íà

ìíîæåñòâàõ N, Z, R+ îïåðàöèÿ ◦, âûïîëíÿåìàÿ ïî ïðàâèëó:
à) a ◦ b = min{a, b};
á) a ◦ b = max{a, b};
â) a ◦ b = ab.
3.4. ßâëÿåòñÿ ëè áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé

óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâå:

à) äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö âèäà

(
a 0
0 a

)
, ãäå a � ïðîèçâîëü-

íîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;

á) íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö âèäà

a11 0 0
a21 a22 0
a31 a32 a33

, ãäå
aij � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà?

3.5. Îáðàçóþò ëè àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ìíîæåñòâà N,
Q îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦, âûïîëíÿåìîé ïî ïðàâèëó:

à) a ◦ b = (a+ b)2;

á) a ◦ b = a+ b

2
;

â) a ◦ b = a(a+ 1) + b(b+ 1)

2
.
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3.6. ßâëÿåòñÿ ëè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ìíîæåñòâî
ðàäèóñ-âåêòîðîâ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà ïðÿìîóãîëüíîé äåêàð-
òîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è ðàñïîëîæåííûõ â ïåðâîé ÷åòâåð-
òè ïëîñêîñòè, ñ îïåðàöèåé: à) ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ; á) âû÷èòà-
íèÿ âåêòîðîâ?

3.7. Äîêàçàòü, ÷òî äåêàðòîâ êâàäðàò R2 ìíîæåñòâà R ñ
îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ⟨a, b⟩ + ⟨c, d⟩ = ⟨a + c, b + d⟩ ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé.

3.8. ÏóñòüM = {a+b
√
5 | a, b ∈ Z}. Îáðàçóåò ëè àëãåáðàè-

÷åñêóþ ñèñòåìó ìíîæåñòâî ÷èñåë M îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé:
à) ñëîæåíèÿ; á) âû÷èòàíèÿ; â) óìíîæåíèÿ?

3.9. ßâëÿþòñÿ ëè êîììóòàòèâíûìè è àññîöèàòèâíûìè íà
ìíîæåñòâå Q∗ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ?

3.10. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé êîììóòàòèâíû; àññî-
öèàòèâíû íà ìíîæåñòâå N:

à) a ◦ b = ab;
á) îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ;
â) îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî.
3.11. Äîêàæèòå, ÷òî íà ìíîæåñòâå R+ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ

a ◦ b =
√
ab êîììóòàòèâíà, íî íå àññîöèàòèâíà.

3.12. Ïî÷åìó äåéñòâèå, âûïîëíÿåìîå ïî ïðàâèëó
a ◦ b = a2 − b2, íå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé íà ìíî-
æåñòâå N è ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé íà ìíîæåñòâå Z? Âûÿñíèòü,
êîììóòàòèâíà ëè îïåðàöèÿ ◦ íà Z; ÿâëÿåòñÿ ëè îíà àññîöèà-
òèâíîé?

3.13. Ïîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèå, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì
a ◦ b = a2 + b2, ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé, íî íå àññîöèàòèâíîé
îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå R.

3.14. Ïîêàçàòü, ÷òî áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ìàòðè÷íîãî óìíî-

æåíèÿ íà ìíîæåñòâå ìàòðèö âèäà

(
1 a
0 1

)
, ãäå a ∈ R, êîììó-

òàòèâíà è àññîöèàòèâíà.
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3.15. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî R íå ñîäåðæèò íåéòðàëü-

íîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé îïåðàöèè a◦ b = a+ b

2
.

3.16. Ñîäåðæèò ëè ìíîæåñòâî ÷èñåë {m |m = 2n, n ∈ Z}
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ?

3.17. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé îïåðàöèè, âû-
ïîëíÿåìîé ïî ïðàâèëó a◦b =

√
ab, ìíîæåñòâî R+ íå îáëàäàåò

íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì.
3.18. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N îò-

íîñèòåëüíî îïåðàöèè a ◦ b = min{a, b} íå îáëàäàåò íåéòðàëü-
íûì ýëåìåíòîì.

3.19. Îáëàäàåò ëè ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà a+ b
√
2, ãäå a è

b � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îò-
íîñèòåëüíî îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ? Ñóùåñòâóþò ëè îáðàòíûå
ýëåìåíòû ê ýëåìåíòàì 1 +

√
2 è 3−

√
2?

3.20. Íàéòè îáðàòíûå ýëåìåíòû îòíîñèòåëüíî ìàò-

ðè÷íîãî óìíîæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

(
−2 0
0 −2

)
,

(√
2 1

0
√
2

)
,

−1

3
0

1
1

3

.
3.21. Äîêàçàòü, ÷òî âî ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò-

íîñèòåëüíî îïåðàöèè a ◦ b = max{a, b} ñóùåñòâóåò íåéòðàëü-
íûé ýëåìåíò. Íàéòè âñå ñèììåòðèçóåìûå ýëåìåíòû ýòîãî
ìíîæåñòâà.

3.22. Ñóùåñòâóåò ëè âî ìíîæåñòâå P (M) âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâàM íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâ; îáúåäèíåíèÿ ïîäìíîæåñòâ?
Êàêèå ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà P (M) èìåþò ñèììåòðè÷íûå?

3.23. Äëÿ ñëåäóþùèõ áèíàðíûõ îïåðàöèé çàäàííûõ íà
ìíîæåñòâå R, äîêàçàòü:

à) îïåðàöèÿ a ◦ b = ab − ba äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî
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ñëîæåíèÿ; óìíîæåíèÿ;

á) îïåðàöèÿ a ◦ b =
a+ b

2
äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî

ñåáÿ;
â) îïåðàöèÿ a ∗ b = max{a, b} äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëü-

íî îïåðàöèè a ◦ b = min{a, b}.
3.24. Íà ìíîæåñòâå R2 îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

è óìíîæåíèÿ ïî ïðàâèëàì: ⟨a, b⟩ + ⟨c, d⟩ = ⟨a + c, b + d⟩,
⟨a, b⟩ · ⟨c, d⟩ = ⟨a, d⟩. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè îïåðàöèè êîììóòàòèâ-
íûìè, àññîöèàòèâíûìè, äèñòðèáóòèâíûìè îäíà îòíîñèòåëü-
íî äðóãîé?

3.25. Êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíî îáëàäàòü ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2?
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Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ çàäàííîé íà
íåì áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé · (êîòîðóþ óñëîâíî
áóäåì íàçûâàòü óìíîæåíèåì) òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ (àêñèîìû ãðóïïû).

G0) Åñëè a, b ∈ G, òî a · b ∈ G � çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà G
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ·.

G1) Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(a · b) · c = a · (b · c) � àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ·.

G2) Äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò e ∈ G
òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà a · e = e · a = a �
ñóùåñòâîâàíèå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e.

G3) Äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ê íåìó ýëåìåíò
a−1 òàêîé, ÷òî a · a−1 = a−1 · a = e � ñóùåñòâîâàíèå
îáðàòíîãî ýëåìåíòà a−1.

Îïðåäåëåííóþ òàêèì îáðàçîì ãðóïïó îáîçíà÷àþò â âèäå
(G; ·), èëè ïðîñòî G, åñëè ÿñíî, î êàêîé îïåðàöèè èäåò ðå÷ü.

Ãðóïïó (G; ·) íàçûâàþò êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé1,
åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a · b = b · a �
êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè ·.

Ïðè ïîñòðîåíèè îáùåé òåîðèè ãðóïï îáû÷íî èñïîëüçóþò
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ òåðìèíîëîãèþ, êîòîðîé ìû è áóäåì ïðè-
äåðæèâàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Àääèòèâíàÿ òåðìèíîëîãèÿ ïðè-
ìåíÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, òîëüêî ê àáåëåâûì ãðóïïàì.

Åñëè äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (G; ·) âûïîëíÿåòñÿ
òîëüêî óñëîâèå G0) èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû, òî òàêóþ àëãåá-
ðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò ãðóïïîèäîì. Ãðóïïîèä ñ àññî-
öèàòèâíîé îïåðàöèåé, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ G0) è G1),

1Í.Ã. Àáåëü � íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê (1802 � 1829).
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íàçûâàþò ïîëóãðóïïîé. Ïîëóãðóïïó, îáëàäàþùóþ åäèíè÷-
íûì ýëåìåíòîì, ïðèíÿòî íàçûâàòü ìîíîèäîì.

Çàìå÷àíèÿ

1) Âûðàæåíèå ¾íà ìíîæåñòâå çàäàíà îïåðàöèÿ¿óæå îçíà-
÷àåò çàìêíóòîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî äàííîé îïå-
ðàöèè, è ïîýòîìó óñëîâèå G0) â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿåò-
ñÿ ëèøíèì. Îäíàêî âêëþ÷åíèå ýòîãî óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè
ãðóïïû ñëóæèò ïîëåçíûì íàïîìèíàíèåì î íåîáõîäèìîñòè åãî
ïðîâåðêè.

2) Èç ñâîéñòâà àññîöèàòèâíîñòè ìîæíî âûâåñòè, ÷òî ïðî-
èçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà (à íå òîëüêî òðåõ) ýëåìåíòîâ
íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê. Ïîëüçóÿñü ýòèì, ñêîáêè
îáû÷íî âîîáùå îïóñêàþò.

3) Óñëîâèå G3) íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåêîð-
ðåêòíûì, ïîñêîëüêó ìû íå óòî÷íèëè î êàêîì èç åäèíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ e èäåò ðå÷ü â ðàâåíñòâå a · a−1 = a−1 · a = e. Íà
ñàìîì äåëå, â òàêîì óòî÷íåíèè íåò íåîáõîäèìîñòè, òàê êàê
ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü e è a−1 (e � äëÿ âñåé ãðóï-
ïû, a−1 � äëÿ äàííîãî a) â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå.

4) Â óñëîâèè G2) îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû ìû ïîòðåáîâàëè âû-
ïîëíåíèå ðàâåíñòâ a ·e = e ·a = a äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíè÷-
íîãî ýëåìåíòà e îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ·, â îá-
ùåì ñëó÷àå íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíîé. Åñëè äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ a ãðóïïîèäà (G; ·) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ðàâåíñòâî
a · e = a, òî ýëåìåíò e íàçûâàþò ïðàâûì åäèíè÷íûì ýëåìåí-
òîì ãðóïïîèäà (G; ·); åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî e · a = a,
òî ñîîòâåòñòâåííî � ëåâûì åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ãðóïïîè-
äà (G; ·). Àíàëîãè÷íîé òåðìèíîëîãèè ïðèäåðæèâàþòñÿ è ïðè
âûïîëíåíèè òîëüêî îäíîãî èç ðàâåíñòâ óñëîâèÿ G3). Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî â ïîëóãðóïïå (G; ·) ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîë-
íåíèè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâîãî åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà
e è ïðàâîãî îáðàòíîãî ýëåìåíòà a−1 ýëåìåíò e ÿâëÿåòñÿ è ëå-



� 4. Ãðóïïû 37

âûì åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì, a−1 ÿâëÿåòñÿ è ëåâûì îáðàòíûì
ýëåìåíòîì, à, ñëåäîâàòåëüíî, (G; ·) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ÿâëÿ-
åòñÿ ãðóïïîé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáëåã÷àåò èíîãäà ïðîâåðêó
òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ïîëóãðóïïà ãðóïïîé.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ãðóïïû. Ïóñòü (G; ·) � ãðóïïà. Òî-
ãäà

1) â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò;

2) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ñèììåòðè÷íûé ýëåìåíò;

3) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ G êàæäîå èç óðàâíåíèé

ax = b, ya = b

èìååò â ãðóïïå G åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;
4) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(ab)−1 = b−1a−1;

5) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(a−1)−1 = a.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ãðóïï.
1. Öåëûå ÷èñëà Z îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ îá-

ðàçóþò ãðóïïó. Íóëåâûì ýëåìåíòîì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ
÷èñëî 0, à ïðîòèâîïîëîæíûì ê ýëåìåíòó a ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
−a. Òàê êàê îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë êîììóòàòèâ-
íà, òî (Z; +) � àáåëåâà ãðóïïà. Îíà íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé
ãðóïïîé öåëûõ ÷èñåë.

Îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ öåëûå ÷èñëà ãðóïïó
íå îáðàçóþò, òàê êàê íå âûïîëíåíî óñëîâèå G3): îáðàòíûì ê

öåëîìó ÷èñëó a ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
1

a
, íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì

÷èñëîì ïðè a ̸= 1.
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Êðîìå (Z; +), àáåëåâûìè ãðóïïàìè ïî ñëîæåíèþ ÿâëÿþò-
ñÿ òàêæå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (Q; +), (R; +), (C; +).

2. Ìíîæåñòâî Q∗ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ
îò íóëÿ, ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ åñòü ãðóïïà, ïðè÷åì àáåëå-
âà. Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1, à

îáðàòíûì ê ýëåìåíòó a ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
1

a
. Ãðóïïó (Q∗; ·) íà-

çûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Íàðÿäó ñ (Q∗; ·) ðàññìàòðèâàþò òàêæå àáåëåâû ãðóïïû

(R∗; ·), (C∗; ·).
Ìíîæåñòâà âñåõ ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ è êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë (âêëþ÷àÿ íóëü) ãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ, ïîñêîëüêó ÷èñëî 0 îáðàòíîãî
íå èìååò.

3. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå âñåãî èç îäíîãî ÷èñëà 1, ÿâëÿ-
åòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ.

4. Ìíîæåñòâà âñåõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâà,
âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ îá-
ðàçóþò àáåëåâû ãðóïïû.

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî îäíà ãðóïïà ñîäåðæèòñÿ â äðó-
ãîé. ÏîäìíîæåñòâîH ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïûG, åñëèH ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè, îïðå-
äåëåííîé â G. Îáîçíà÷àåòñÿ: H ≤ G.

Íà ïðàêòèêå, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÷òî íåïóñòîå ïîäìíîæå-
ñòâî H ãðóïïû G åñòü ïîäãðóïïà ýòîé ãðóïïû, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü äâà óñëîâèÿ:

1) ïîäìíîæåñòâî H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè,
îïðåäåëåííîé â G, ò.å. åñëè a, b ∈ H, òî ab ∈ H;

2) ïîäìíîæåñòâî H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ îáðàò-
íîãî ýëåìåíòà, ò.å. åñëè a ∈ H, òî a−1 ∈ H.

Â ëþáîé ãðóïïå G ïîäìíîæåñòâî {e}, ñîñòîÿùåå èç îäíîé
åäèíèöû, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ åäèíè÷-
íîé ïîäãðóïïîé. Ëþáàÿ ãðóïïà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â
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ñàìîé ñåáå. Ïîäãðóïïû, îòëè÷íûå îò åäèíè÷íîé è âñåé ãðóï-
ïû, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè.

Àääèòèâíûå ãðóïïû (Z; +) è (Q; +) ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðà-
ìè ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï â (R; +), ïðè÷åì (Z; +) � ïîäãðóï-
ïà â (Q; +). Ìíîæåñòâî {1, −1} ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé ãðóïïû (R∗; ·). Äðóãîé ïðèìåð ïîäãðóïïû â
ýòîé ãðóïïå � ìíîæåñòâî R+ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Â àääèòèâíîé ãðóïïå âñåõ öåëûõ ÷èñåë Z
ìíîæåñòâî nZ = {nk | k ∈ Z} ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà n (n ∈ N),
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé.

Ãðóïïó G, ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, íà-
çûâàþò êîíå÷íîé, à ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåé íàçûâàþò ïîðÿä-
êîì ãðóïïû è îáîçíà÷àþò |G|. Ãðóïïó, ñîäåðæàùóþ áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, íàçûâàþò áåñêîíå÷íîé ãðóïïîé. Òàê,
íàïðèìåð, ãðóïïà èç ïðèìåðà 3 � êîíå÷íàÿ; àääèòèâíàÿ ãðóï-
ïà öåëûõ ÷èñåë (Z; +) è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà, îòëè÷-
íûõ îò íóëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (Q∗; ·), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ ãðóïï.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó (G; ·) ìîæíî ñ÷èòàòü
çàäàííîé, åñëè èçâåñòíî ÷åìó ðàâíû ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû. Åñëè (G; ·) êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà
n, òî âñþ èíôîðìàöèþ î ãðóïïå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ
êâàäðàòíîé òàáëèöû, ñîñòîÿùåé èç n + 1 ñòðîê è ñòîëáöîâ
(âêëþ÷àÿ çàãëàâíûå). Â çàãëàâíîé ñòðîêå (ñëåâà íàïðàâî) è
â çàãëàâíîì ñòîëáöå (ñâåðõó âíèç) çàïèñûâàþòñÿ âñå ýëåìåí-
òû g1, g2, . . . , gn ãðóïïû (G; ·) â îäíîì è òîì æå âûáðàííîì
ïîðÿäêå. Ïðîèçâåäåíèå gigj ýëåìåíòîâ gi è gj ãðóïïû (G; ·)
áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ýëåìåíòó gi, è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòó gj.
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Òàáëèöà 1

g1 . . . gi . . . gn
g1
...
gi gigj
...
gn

Ïîñòðîåííóþ òàáëèöó íàçûâàþò òàáëèöåé óìíîæåíèÿ
èëè òàáëèöåé Êýëè 1. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îïèñàííàÿ òàáëèöà
íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ óñëîâíî, ñëåäóÿ ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé òåðìèíîëîãèè, â êîòîðîé ëþáóþ çàäàííóþ íà ìíî-
æåñòâå îïåðàöèþ ìû íàçûâàåì óìíîæåíèåì. Òàáëèöó óìíî-
æåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ
ëþáîé çàäàííîé íà íåì îïåðàöèåé.

Ïðèâåäåì ïðèìåð êîíå÷íîé ãðóïïû, êîòîðàÿ èãðàåò
î÷åíü âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ãðóïï. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïî-
íÿòèå ïîäñòàíîâêè.

Ïîäñòàíîâêîé n-îé ñòåïåíè êîíå÷íîãî íåïóñòîãî ìíîæå-
ñòâà Ω íàçûâàþò ëþáîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå (áèåêòèâíîå)
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Ω íà ñåáÿ.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè äîãîâàðèâàþòñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ýëå-
ìåíòàìè ìíîæåñòâà Ω ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1, 2, . . . , n, ò.å.
Ω = {1, 2, . . . , n}. ×òîáû çàäàòü êàêîå-ëèáî îòîáðàæåíèå ìíî-
æåñòâà Ω íà ñåáÿ (èíà÷å, ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà Ω), íóæ-
íî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà i ∈ Ω óêàçàòü ÷èñëî αi ∈ Ω, â êîòîðîå i
ïåðåõîäèò. Ïîýòîìó âñÿêóþ ïîäñòàíîâêó n-îé ñòåïåíè óäîáíî
çàïèñûâàòü â ñëåäóþùåì âèäå(

1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)
,

1À. Êýëè � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê (1821 � 1895).
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ïîìåùàÿ ïîä êàæäûì ÷èñëîì i ìíîæåñòâà Ω ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå åìó ÷èñëî αi.

Èç n ÷èñåë ìîæíî ñîçäàòü n! ðàçëè÷íûõ ïîäñòàíîâîê, ò.å.
îáùåå ÷èñëî âñåõ ïîäñòàíîâîê n-îé ñòåïåíè ðàâíî n! Òàê, íà-
ïðèìåð, ïîäñòàíîâîê 3-åé ñòåïåíè âñåãî 3! = 1 · 2 · 3 = 6:(

1 2 3
1 2 3

)
,
(
1 2 3
1 3 2

)
,
(
1 2 3
2 3 1

)
,
(
1 2 3
2 1 3

)
,
(
1 2 3
3 1 2

)
,
(
1 2 3
3 2 1

)
.

Ïðîèçâåäåíèåì π1π2 ïîäñòàíîâîê π1 è π2 ñ÷èòàþò ïîäñòà-
íîâêó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî
âûïîëíåíèÿ ñíà÷àëà ïîäñòàíîâêè π1, à çàòåì ïîäñòàíîâêè π2.
Íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ïîäñòàíîâîê

π1 =
(
1 2 3
2 3 1

)
, π2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
,

ìû ïîëó÷èì ïîäñòàíîâêó

π1π2 =
(
1 2 3
2 1 3

)
.

Òàê êàê ïîäñòàíîâêà π1 ïåðåâîäèò ÷èñëî 1 â 2, à ïîäñòàíîâêà
π2 ÷èñëî 2 ïåðåâîäèò ñíîâà â ýòî æå ÷èñëî, òî â ðåçóëüòàòå
ïîäñòàíîâêà π1π2 ïåðåâîäèò ÷èñëî 1 â 2. Àíàëîãè÷íî ÷èñëî 2
ïîäñòàíîâêîé π1 ïåðåâîäèòñÿ â ÷èñëî 3, à ÷èñëî 3 ïîäñòàíîâ-
êîé π2 � â ÷èñëî 1, çíà÷èò, îêîí÷àòåëüíî ÷èñëî 2 ïîäñòàíîâ-
êîé π1π2 ïåðåâîäèòñÿ â ÷èñëî 1.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óìíîæåíèå ïîäñòàíîâîê àññîöè-
àòèâíî, ò.å. äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê n-îé ñòåïåíè π1, π2 è π3
âåðíî ðàâåíñòâî

(π1π2)π3 = π1(π2π3). (1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîäñòàíîâêà π1 ïåðåâîäèò α â β, π2
ïåðåâîäèò β â γ, à π3 ïåðåâîäèò γ â δ, ãäå α, β, γ, δ � ÷èñëà èç



42 � 4. Ãðóïïû

ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}. Ñõåìàòè÷íî ýòî ìîæíî èçîáðàçèòü
ñëåäóþùåì îáðàçîì

π1 : α→ β, π2 : β → γ, π3 : γ → δ.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ïîäñòàíîâîê, ïîëó÷àåì

π1π2 : α→ γ, (π1π2)π3 : α→ δ;

π2π3 : β → δ, π1(π2π3) : α→ δ.

Îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1).
Îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîé âûøå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ

ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê n-îé ñòåïåíè îáëàäàåò åäèíè÷-
íûì ýëåìåíòîì e, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿòîæäåñòâåííàÿ ïîäñòà-
íîâêà

e =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
.

Îáðàòíîé äëÿ ïîäñòàíîâêè

π =

(
1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)
ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà

π−1 =

(
α1 α2 . . . αn

1 2 . . . n

)
,

òàê êàê ππ−1 = π−1π = e.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî âñå ïîäñòàíîâêè n-îé

ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ïîäñòàíîâîê îá-
ðàçóþò ãðóïïó. Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé (åå ïîðÿäîê
ðàâåí n!), íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé n-îé ñòåïå-
íè è îáîçíà÷àåòñÿ Sn.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Sn íå êîììóòàòèâíà. Âûøå
ìû ðàññìîòðåëè ïðîèçâåäåíèå

π1π2 =
(
1 2 3
2 3 1

)(
1 2 3
3 2 1

)
=
(
1 2 3
2 1 3

)
.

Ïåðåìíîæèâ ïîäñòàíîâêè π1 è π2 â äðóãîì ïîðÿäêå, ïîëó÷èì

π2π1 =
(
1 2 3
3 2 1

)(
1 2 3
2 3 1

)
=
(
1 2 3
1 3 2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Sn (n > 2) íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâ-
íîé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ãðóïï, êîòîðûå íàèáîëåå ïðîñòî
óñòðîåíû. Ãðóïïó (G; ·) áóäåì íàçûâàòü öèêëè÷åñêîé, åñëè
îíà ñîñòîèò èç âñåõ öåëûõ ñòåïåíåé îäíîãî ýëåìåíòà g ∈ G,
ò.å.

G = {gn |n ∈ Z} =
{
. . . , g−3, g−2, g−1, g0 = e, g1, g2, g3, . . .

}
.

Ýëåìåíò g ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùèì ãðóïïû, à ñàìà
ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ êàê G = ⟨g⟩. Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G ïîðîæäåíà ýëåìåíòîì g. Åñëè (G; +)
àääèòèâíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî, ïî îïðåäåëåíèþ,

G = {ng |n ∈ Z} ,

ãäå ng = g + g + . . .+ g︸ ︷︷ ︸
n ðàç

.

Ïîñêîëüêó â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå G = ⟨g⟩ äëÿ ëþáûõ
m, n ∈ Z âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

gmgn = gm+n = gn+m = gngm,

òî ãðóïïà G = ⟨g⟩ àáåëåâà.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G = ⟨g⟩ ñïðàâåä-

ëèâî îäíî èç äâóõ: ëèáî âñå ñòåïåíè îáðàçóþùåãî g ðàçëè÷íû,
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ëèáî èìåþòñÿ ñîâïàäåíèÿ ñòåïåíåé îáðàçóþùåãî, ò.å. gm = gn

ïðè m ̸= n.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò g èìååò áåñêîíå÷-

íûé ïîðÿäîê, à ïîðîæäåííóþ èì öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó íàçû-
âàþò áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé.

Ïðèìåðîì áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ìîæåò ñëó-
æèòü àääèòèâíàÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë (Z; +). Îáðàçóþùèì
ýëåìåíòîì çäåñü áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÷èñëî 1. Áåñêîíå÷íîé öèê-
ëè÷åñêîé ãðóïïîé òàêæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ãðóïïà âñåõ öåëûõ ñòåïåíåé äâîéêè:

⟨2⟩ =
{
. . . , 2−3, 2−2, 2−1, 20 = 1, 21, 22, 23, . . .

}
.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïðè m > n ðàâåíñòâî gm = gn óìíî-
æåíèåì íà g−n ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó gm−n = e, ãäå e �
åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïî-
ëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü îáðàçóþùåãî, ðàâíàÿ åäèíè÷íîìó ýëå-
ìåíòó ãðóïïû. Íàèìåíüøàÿ èç òàêèõ ñòåïåíåé, íàçûâàåòñÿ
ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g. Äîïóñòèì, ÷òî ïîðÿäîê g ðàâåí n, òî-
ãäà ñðåäè ýëåìåíòîâ

g0 = e, g1, g2, . . . , gn−1 (2)

íåò ðàâíûõ. Òàê êàê èíà÷å, èç ðàâåíñòâà gi = gj ïðè óñëîâèè
0 ≤ j < i < n ñëåäîâàëî áû, ÷òî gi−j = e, ïðè÷åì 0 < i−j < n,
ò.å. íàøëàñü áû ìåíüøàÿ ÷åì n ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü g,
ðàâíàÿ åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó � ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíè-
åì ïîðÿäêà ýëåìåíòà. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ñòåïåíü gk ýëåìåíòà
g ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ýëåìåíòîâ (2). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ïðåäñòàâèòü öåëîå ÷èñëî k â âèäå k = nq+r (çäåñü q � íåïîë-
íîå ÷àñòíîå, à r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà n, 0 ≤ r < n), òî
áóäåì èìåòü:

gk = gnq+r = (gn)qgr = eqgr = gr.
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Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàìè (2) èñ÷åðïûâàåòñÿ âñÿ ãðóïïà G
è ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû, ïîðîæäåííîé
ýëåìåíòîì ïîðÿäêà n, òàêæå ðàâåí n, ò.å. G â ýòîì ñëó÷àå
áóäåò ÿâëÿòüñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà n.

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
ñëóæèò àääèòèâíàÿ ãðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Ïîÿñíèì, èç êàêèõ ýëåìåíòîâ ñîñòîèò ýòà ãðóïïà.

Ïóñòü m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå
â äàëüíåéøåì ìîäóëåì. Äâà öåëûõ ÷èñëà a è b áóäåì íàçû-
âàòü ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ m, åñëè ïðè äåëåíèè íà m îíè
èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè. Òîò ôàêò, ÷òî a ñðàâíèìî ñ b
ïî ìîäóëþ m êîðîòêî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñîîòíîøåíèÿ
a ≡ b (modm), íàçûâàåìîãî ñðàâíåíèåì (ñì. òàêæå çàäà÷ó 6
� 2).

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå ìíî-
æåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû (ïîäìíîæåñòâà)
÷èñåë, ñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþm, ò.å. äàþùèõ ïðè
äåëåíèè íà m îäèíàêîâûå îñòàòêè. Êëàññ âñåõ öåëûõ ÷èñåë,
èìåþùèõ ïðè äåëåíèè íà m îäèíàêîâûé îñòàòîê r, íàçûâàþò
êëàññîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m è îáîçíà÷àþò êàê r, òàê ÷òî

r = {r +mq | q ∈ Z}.
Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m îáû÷íî îáî-
çíà÷àþò êàê Zm. Òàê êàê ðàçëè÷íûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ öå-
ëûõ ÷èñåë íà m èñ÷åðïûâàþòñÿ ÷èñëàìè 0, 1, . . . ,m − 1, òî
÷èñëî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ðàâíî m, è

Zm = {0, 1, . . . ,m− 1}.
Íà ìíîæåñòâå Zm îïðåäåëÿþò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (+) è

óìíîæåíèÿ (·) ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

a+ b = a+ b;

a · b = ab.
(3)
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Òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñëîæèòü (ïåðåìíîæèòü) äâà êëàññà
âû÷åòîâ a, b, íóæíî ñëîæèòü (ïåðåìíîæèòü) èõ ïðåäñòàâè-
òåëè, à çàòåì âçÿòü êëàññ âû÷åòîâ, ñîäåðæàùèé ïîëó÷åííóþ
ñóììó (ïðîèçâåäåíèå). Â îïðåäåëåíèè (3) â êà÷åñòâå òàêèõ
ïðåäñòàâèòåëåé âûáðàíû ÷èñëà a è b. Íåñëîæíî äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî îïðåäåëåíèå (3) êîððåêòíî, ò.å. ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ
(óìíîæåíèÿ) êëàññîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé.

Ïîêàæåì, ÷òî âñå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m îòíîñè-
òåëüíî ñëîæåíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì,
÷òî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íàä êëàññàìè âû÷åòîâ
ñâîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàöèÿì íàä öåëûìè ÷èñëà-
ìè, ñëåäîâàòåëüíî, îáå îíè àññîöèàòèâíû è êîììóòàòèâíû.
Ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà â Zm èãðàåò íóëåâîé êëàññ âû÷åòîâ
0 : a + 0 = a äëÿ ëþáîãî a ∈ Zm. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî a
ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé êëàññ âû÷åòîâ −a = − a, òàê
êàê a+ − a = a+ (−a) = 0. Âñå ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò íàì
çàêëþ÷èòü, ÷òî (Zm; +) � àáåëåâà ãðóïïà. Ýòà ãðóïïà áóäåò
ÿâëÿòüñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà m ñ îáðàçóþùèì 1.

Äåéñòâèòåëüíî,

1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
mðàç

= m = 0,

è âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Zm êðàòíû 1:

0·1 = 0, 1·1 = 1, 2·1 = 1 + 1︸ ︷︷ ︸
2 ðàçà

= 2, . . . , 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
m−1ðàç

= m− 1.

Ïîñêîëüêó m ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ðàñ-
ñìîòðåííûé âûøå ïðèìåð ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñóùåñòâóþò
êîíå÷íûå ãðóïïû ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü G è G′ � äâå ãðóïïû, è ïóñòü ñóùåñòâóåò âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íà ýëå-
ìåíòû ãðóïïû G′, ïðè÷åì òàêîå, ÷òî îïåðàöèè · â ãðóïïå G
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ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ ◦ â ãðóïïå G′, ò.å. åñëè

φ(g1) = g′1, φ(g2) = g′2,

òî
φ(g1 · g2) = g′1 ◦ g′2.

Òîãäà îòîáðàæåíèå φ íàçûâàþò èçîìîðôèçìîì ãðóïïû G íà
ãðóïïóG′, à ãðóïïû, ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî óñòàíîâèòü èçî-
ìîðôíîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàþò èçîìîðôíûìè.

Òîò ôàêò, ÷òî ãðóïïà G èçîìîðôíà ãðóïïå G′ ÷àñòî îáî-
çíà÷àþò êàê G ∼= G′.

Èçîìîðôíûå ãðóïïû, îòëè÷àÿñü ëèøü ïðèðîäîé ýëåìåí-
òîâ èç êîòîðûõ îíè ñîñòîÿò, îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìûõ
îïåðàöèé èìåþò îäèíàêîâûå ñâîéñòâà, è ïîýòîìó ñ òî÷êè çðå-
íèÿ àëãåáðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíó è òó æå ãðóïïó.

Ïðèìåðîì èçîìîðôíûõ ãðóïï ìîãóò ñëóæèòü ãðóïïû
(R+; ·) è (R; +), ãäå R+ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå φ : R+ → R,
ïî êîòîðîìó φ(g) = log g, è îñíîâíîå ñâîéñòâî ëîãàðèôìîâ

log(ab) = log a+ log b

ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî φ � èçîìîðôèçì.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Îáðàçóåò ëè ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ ìíîæåñòâî ÷èñåë G = {−1, 1}? Åñëè äà, òî ÿâëÿ-
åòñÿ ëè îíà àáåëåâîé ãðóïïîé?

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì óñëîâèå G0) çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà
G = {−1, 1} îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ: â ðåçóëüòàòå
óìíîæåíèÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë èç äàííîãî ìíîæåñòâà äîëæíî



48 � 4. Ãðóïïû

ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, òàêæå ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó G. Èìå-
åì:

1 · 1 = 1 ∈ G, 1 · (−1) = −1 ∈ G,

(−1) · 1 = −1 ∈ G, (−1) · (−1) = 1 ∈ G,

ò.å. óñëîâèå G0) âûïîëíÿåòñÿ.
Óñëîâèå G1) îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû çäåñü òàêæå âûïîëíÿåò-

ñÿ, òàê êàê óìíîæåíèå öåëûõ ÷èñåë îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññî-
öèàòèâíîñòè. Äàëåå, ÷èñëî 1, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ G2), è, êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà
G ñóùåñòâóåò îáðàòíûé � óñëîâèå G3). Îáðàòíûìè ê ýëåìåí-
òàì 1 è −1 ÿâëÿþòñÿ ñàìè ýòè ýëåìåíòû, òàê êàê 1 · 1 = 1,
(−1) · (−1) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû âûïîë-
íÿþòñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî G îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, ò.å. ({−1, 1}; ·) � ãðóïïà.
Òàê êàê óìíîæåíèå öåëûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíî, òî ýòà ãðóïïà
àáåëåâà. �

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâîQ∗ îòíîñèòåëüíî îïå-

ðàöèè ◦, âûïîëíÿåìîé ïî ïðàâèëó a◦b = a · b
2
, îáðàçóåò ãðóï-

ïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, îïðåäåëåíà ëè íà ìíîæåñòâå
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áåç íóëÿ, îïåðàöèÿ ◦, äðóãèìè ñëîâàìè,
ïðîâåðèì óñëîâèå G0). Ïóñòü a, b ∈ Q∗. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå
a ·b äâóõ ðàöèîíàëüíûõ íåíóëåâûõ ÷èñåë ñíîâà ðàöèîíàëüíîå
íåíóëåâîå ÷èñëî, è åñëè ìû ýòî ÷èñëî ðàçäåëèì íà 2, òî, ïî
ïðåæíåìó, íå âûéäåì çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà Q∗. Ïîëó÷àåì,
÷òî a ◦ b ∈ Q∗ è óñëîâèå G0) âûïîëíÿåòñÿ.

Äîêàæåì, ÷òî îïåðàöèÿ ◦ àññîöèàòèâíà, ò.å. ðàâåíñòâî
(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ a, b, c ∈ Q∗.
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Èìååì:

(a ◦ b) ◦ c = a · b
2

◦ c =
a·b
2
· c
2

=
a · b · c

4
,

a ◦ (b ◦ c) = a ◦ b · c
2

=
a · b·c

2

2
=
a · b · c

4
,

è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.
Íàéäåì ýëåìåíò e òàêîé, ÷òî a ◦ e = e ◦ a = a äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà a ∈ Q∗:
a ◦ e = a · e

2
= a,

a · e = 2a,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
e = 2,

2 ∈ Q∗. Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ ◦ êîììóòàòèâíà:

a ◦ b = a · b
2

=
b · a
2

= b ◦ a

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Q∗, òî íàì äîñòàòî÷íî áûëî ïðîâåðèòü îäíî
èç ðàâåíñòâ a ◦ e = e ◦ a = a.

Îñòàëîñü ïðîâåðèò óñëîâèå G3): äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a
èç Q∗ äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ýëåìåíò x òàêæå èç ìíîæåñòâà
Q∗ òàêîé, ÷òî a ◦ x = x ◦ a = e. Ðåøàÿ îäíî èç óðàâíåíèé:

a ◦ x =
a · x
2

= 2,

x ◦ a =
x · a
2

= 2,

ïîëó÷àåì

x =
4

a
,

ãäå a ̸= 0 � ïî óñëîâèþ çàäà÷è,
4

a
∈ Q∗.

Èòàê, (Q∗; ◦) � ãðóïïà, äàæå àáåëåâà. �
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Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâîM âñåõ íåâûðîæäåí-
íûõ ìàòðèö n-îãî ïîðÿäêà ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè
îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö.
ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ãðóïïà àáåëåâîé?

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå
M óìíîæåíèå ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé (ñì. çà-
äà÷ó 3 � 3), êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ìàòðèö, àññî-
öèàòèâíà. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ G0) è G1) îïðåäåëåíèÿ
ãðóïïû âûïîëíÿþòñÿ.

Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà M îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E, ò.å. äèàãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà âèäà

E =


1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà E íåâûðîæäåííàÿ. Ïîñêîëüêó
îïðåäåëèòåëü ëþáîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâå-
äåíèþ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïîëó÷àåì |E| = 1 ̸= 0.
Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A èç ìíîæåñòâà M âåðíû
ðàâåíñòâà: A · E = E · A = A.

Íàêîíåö, äëÿ êàæäîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 òàêàÿ, ÷òî A·A−1 = A−1·A = E,
ïðè÷åì ìàòðèöà A−1 òàêæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ íåâûðîæäåííîé,
ò. å. |A−1| ̸= 0. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû îá óìíîæåíèè îïðå-
äåëèòåëåé:

|E| = |A · A−1| = |A| · |A−1|
è èç óñëîâèÿ |A| ̸= 0, |E| ̸= 0.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî (M ; ·) � ãðóïïà. Ýòà ãðóïïà íå áó-
äåò ÿâëÿòüñÿ àáåëåâîé, òàê êàê óìíîæåíèå ìàòðèö íå ÿâëÿåò-
ñÿ êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé. Ýòî ëåãêî ïîêàçàòü íà ïðèìåðå.
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Ïóñòü A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
0 2
5 1

)
. Òîãäà

AB =

(
1 2
3 4

)(
0 2
5 1

)
=

(
10 4
20 10

)
,

íî

BA =

(
0 2
5 1

)(
1 2
3 4

)
=

(
6 8
8 14

)
,

ïîýòîìó AB ̸= BA. �
Ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö n-îãî ïîðÿäêà ñ äåé-

ñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íîñèò
ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå: îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n íàä
R è îáîçíà÷àåòñÿ GLn(R).

Çàäà÷à 4. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

(
a b
0 0

)
, ãäå

a è b � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Íàéòè â ïîëó-
ãðóïïå (S; ·) ïî óìíîæåíèþ ìàòðèö ïðàâûå è ëåâûå åäèíè÷-
íûå ýëåìåíòû, ýëåìåíòû, îáðàòèìûå ñëåâà èëè ñïðàâà îòíî-
ñèòåëüíî ýòèõ åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ðåøåíèå. Â ïîëóãðóïïå (S; ·) ïðàâûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò

er =

(
x y
0 0

)
, x, y ∈ R áóäåì èñêàòü, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ(
a b
0 0

)
er =

(
a b
0 0

)(
x y
0 0

)
=

(
a b
0 0

)
.

Ïåðåìíîæèâ ìàòðèöû â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:(
ax ay
0 0

)
=

(
a b
0 0

)
,

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

ax = a, ay = b.
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

x = 1, y =
b

a
.

Ïîñêîëüêó, ïî óñëîâèþ a è b ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà, òî â ñëó÷àå, êîãäà a = 0 çíà÷åíèå y íå îïðåäåëåíî.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâîãî åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà â ïîëóãðóïïå
(S; ·) íå ñóùåñòâóåò.

Åñëè el =

(
x y
0 0

)
� ëåâûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò ïîëóãðóï-

ïû (S; ·), òî

el

(
a b
0 0

)
=

(
x y
0 0

)(
a b
0 0

)
=

(
a b
0 0

)

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû

(
a b
0 0

)
∈ S. Ðåøàÿ ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

(
x y
0 0

)(
a b
0 0

)
=

(
a b
0 0

)
,

íàõîäèì:
xa = a, xb = b.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

x = 1, y = λ,

ãäå λ � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, è, ñòàëî áûòü,

el =

(
1 λ
0 0

)
� ëåâûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû (S; ·).

Èòàê, â ïîëóãðóïïå (S; ·) íå ñóùåñòâóåò ïðàâîãî åäèíè÷-
íîãî ýëåìåíòà, íî ñóùåñòâóåò ëåâûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò. Åñ-
ëè îáà åäèíè÷íûõ ýëåìåíòà ñóùåñòâîâàëè è ñîâïàäàëè áû,
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òî ìîæíî áûëî ãîâîðèòü ïðîñòî î åäèíè÷íîì (äâóñòîðîííåì)
ýëåìåíòå ïîëóãðóïïû.

Âûÿñíèì òåïåðü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìàòðèöà

(
a b
0 0

)
áóäåò îáðàòèìà ñëåâà èëè ñïðàâà, ò.å. îïðåäåëèì ïðè êà-
êèõ a, b ∈ R äëÿ äàííîé ìàòðèöû áóäóò ñóùåñòâîâàòü ëå-
âûé èëè ïðàâûé îáðàòíûå ýëåìåíòû îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íî-

ãî ýëåìåíòà e =

(
1 λ
0 0

)
. Åñëè ìàòðèöà

(
x y
0 0

)
, ãäå x, y ∈ R,

ÿâëÿåòñÿ ëåâûì îáðàòíûì ýëåìåíòîì äëÿ ìàòðèöû

(
a b
0 0

)
,

òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî(
x y
0 0

)(
a b
0 0

)
=

(
1 λ
0 0

)
.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

x =
1

a
, x =

λ

b
.

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò óñëîâèå íà a: a ̸= 0; ó÷èòû-
âàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî, ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå íà b: b = λa.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòðèöû

(
a b
0 0

)
ïðè a ̸= 0, b = λa áó-

äåò ñóùåñòâîâàòü ëåâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà îòíîñèòåëüíî íåé-

òðàëüíîãî ýëåìåíòà el =

(
1 λ
0 0

)
.

Äëÿ îáðàòèìîé ñïðàâà ìàòðèöû

(
a b
0 0

)
äîëæíî âûïîë-

íÿòüñÿ ðàâåíñòâî(
a b
0 0

)(
x y
0 0

)
=

(
1 λ
0 0

)
.
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Âûðàæàÿ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ x è y, íàõîäèì

x =
1

a
, y =

λ

a
.

ßñíî, ÷òî çäåñü åäèíñòâåííûì óñëîâèåì áóäåò îãðàíè÷åíèå

íà a: a ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ìàòðèöà

(
a b
0 0

)
ïðè a ̸= 0

îáðàòèìà ñïðàâà. �

Çàäà÷à 5. Áèíàðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ · íà ìíî-
æåñòâå G íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñëè êàæäîå èç óðàâíåíèé
ax = b, ya = b äëÿ ëþáûõ a è b èç G èìååò â G íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî íåïóñòîå ìíîæåñòâî G, íà êîòîðîì
îïðåäåëåíà àññîöèàòèâíàÿ è îáðàòèìàÿ îïåðàöèÿ, ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè àññîöèàòèâíàÿ îïåðà-
öèÿ îáðàòèìà, òî â G ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò e è äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà a íàéäåòñÿ ýëåìåíò b, êîòîðûé óäîâëåòâî-
ðÿåò ðàâåíñòâàì: ab = ba = e.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå gx = g, ãäå g � ïðîèçâîëüíûé ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà G. Òàê êàê îïåðàöèÿ îáðàòèìà, òî ýòî óðàâ-
íåíèå èìååò ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ýëåìåíò, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøå-
íèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ, ÷åðåç e. Ïîêàæåì, ÷òî e � ïðàâûé
åäèíè÷íûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà G.

Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâàG, à g′ � ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ xg = a. Òîãäà äëÿ ýëåìåíòîâ e è g′

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà: ge = g è g′g = a. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ
àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ·, ïîëó÷àåì:

ae = (g′g)e = g′(ge) = g′g = a

äëÿ ëþáîãî a ∈ G. Ñëåäîâàòåëüíî, e � ïðàâûé åäèíè÷íûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà G.
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Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ëåâûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò e′ òà-
êîé, ÷òî e′a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ G. Ïðè÷åì ýëåìåíòû e è
e′ áóäóò ñîâïàäàòü, êàê ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ e′e = e′ è
e′e = e. Çíà÷èò, äëÿ âñÿêîãî a ∈ G ñïðàâåäëèâî ae = ea = a,
è, ñëåäîâàòåëüíî, e � åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Ïóñòü îïÿòü a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç G. Â ñèëó îá-
ðàòèìîñòè îïåðàöèè · óðàâíåíèå ax = e èìååò ðåøåíèå, ïðè-
÷åì åäèíñòâåííîå. Îáîçíà÷èâ ýòî ðåøåíèå ÷åðåç b, ïîëó÷àåì:
ab = e. Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ýëåìåíò b′ ëåâûé îáðàòíûé ê
ýëåìåíòó a. Ðàâåíñòâà

b′ = b′e = b′(ab) = (b′a)b = eb = b

ïîêàçûâàþò, ÷òî ýëåìåíòû b′ è b ñîâïàäàþò, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ab = ba = e, ò.å. b ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòîì äëÿ ýëåìåíòà
a. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà G
èìååò îáðàòíûé.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âû-
âîä, ÷òî ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. �

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî H ãðóï-
ïû G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) åñëè a, b ∈ H, òî ab ∈ H;
2) åñëè a ∈ H, òî a−1 ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà, ïî îïðåäåëåíèþ, îáëà-
äàåò ñâîéñòâàìè 1), 2). Îáðàòíî, ïóñòü H îáëàäàåò ýòèìè
ñâîéñòâàìè. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1) H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ. Òàê êàê îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà â G, òî îíà àññî-
öèàòèâíà è âH. Åñëè a ∈ H, òî èç ñâîéñòâ 2) è 1) ñëåäóåò, ÷òî
e = aa−1 ∈ H, è e ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé â H. Òåïåðü,ó÷èòûâàÿ
ñâîéñòâî 2), ïîëó÷àåì, ÷òî H � ãðóïïà. �
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Çàäà÷à 7. Äëÿ ìíîæåñòâà G = {π1, π2, π3, π4}, ñîñòî-
ÿùåãî èç ïîäñòàíîâîê π1 =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, π2 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
,

π3 =
(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, π4 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
, ñîñòàâèòü òàáëèöó óìíîæå-

íèÿ è ñ åå ïîìîùüþ óáåäèòüñÿ, ÷òî (G; ·) àáåëåâà ãðóïïà.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿÿ âñåâîçìîæíûå ïîïàðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ ïîäñòàíîâîê π1, π2, π3, π4, ñîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà G.

Òàáëèöà 2

π1 π2 π3 π4
π1 π1 π2 π3 π4
π2 π2 π3 π4 π1
π3 π3 π4 π1 π2
π4 π4 π1 π2 π3

Ïðåæäå âñåãî, òàáëèöà 2 íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðî-
èçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ïîäñòàíîâîê èç G ñíîâà åñòü îäíà èç
ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà G. Âèäèì òàêæå, ÷òî ïåðâûé ñòîë-
áåö òàáëèöû ñîâïàäàåò ñ åå çàãëàâíûì ñòîëáöîì, òàêæå êàê
è ïåðâàÿ ñòðîêà ñîâïàäàåò ñ çàãëàâíîé ñòðîêîé òàáëèöû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîäñòàíîâêà π1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåí-
òîì ìíîæåñòâà G îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Íà ïåðåñå÷åíèè
ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùåé π2, è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
π4, ðàâíî êàê è íà ïðåñå÷åíèè ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùåé π4,
è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî π2, íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà π1,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàíîâêè π2 è π4 áóäóò ÿâëÿòüñÿ âçàèìíî
îáðàòíûìè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà G. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì,
÷òî ïîäñòàíîâêà π3 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ñàìîé ñåáå.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî óìíîæåíèå ïîäñòàíîâîê
àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî (G; ·)
ãðóïïà. Êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ âûðàæàåòñÿ
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â ñèììåòðè÷íîñòè òàáëèöû îòíîñèòåëüíî åå ãëàâíîé äèàãî-
íàëè, ò.å. äèàãîíàëè, èäóùåé ñëåâà âíèç íàïðàâî. Òàáëèöà 2
îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, çíà÷èò, (G; ·) àáåëåâà ãðóïïà. �

Çàìåòèì, ÷òî â òàáëèöå 2 ñðåäè ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè
è êàæäîãî ñòîëáöà ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà G âñòðå÷àåò-
ñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Ýòî çàêîíîìåðíîñòü ñîâñåì íå ñëó÷àéíà
è îáÿçàòåëüíî äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû
òàáëèöà óìíîæåíèÿ çàäàâàëà èìåííî ãðóïïó (ýòà çàêîíîìåð-
íîñòü ðàâíîñèëüíà òðåáîâàíèþ îáðàòèìîñòè îïåðàöèè óìíî-
æåíèÿ � ñì. çàäà÷ó 5).

Çàäà÷à 8. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òàáëèöà 3 òàáëèöåé
óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé ãðóïïû?

Òàáëèöà 3

b0 b1 b2 b3
b0 b0 b1 b2 b3
b1 b1 b2 b0 b2
b2 b2 b0 b1 b3
b3 b1 b2 b3 b0

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ, ïðèâåäåííîå âûøå çàìå÷àíèå, ñîâñåì
íåñëîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ b0, b1, b2, b3
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè, çàäàííîé òàáëèöåé 3, ãðóïïîé íå ÿâ-
ëÿåòñÿ. Òàê, íàïðèìåð, âî âòîðîé ñòðîêå ýòîé òàáëèöû ýëå-
ìåíò b2 âñòðå÷àåòñÿ äâà ðàçà, òîãäà êàê ýëåìåíò b3 îòñóòñòâó-
åò âîâñå. �

Çàäà÷à 9. Ïóñòü M = {a0, a1, a2, a3, a4, a5} � ìíîæå-
ñòâî ñàìîñîâìåùåíèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, ãäå
{a0, a1, a2} � ïîâîðîòû (âðàùåíèÿ) òðåóãîëüíèêà â åãî ïëîñ-
êîñòè âîêðóã öåíòðà O ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãëû
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0◦, 120◦, 240◦ ñîîòâåòñòâåííî; {a3, a4, a5, } � îòðàæåíèÿ òðå-
óãîëüíèêà ABC îòíîñèòåëüíî åãî îñåé ñèììåòðèè l1, l2, l3 (ñì.
ðèñ. 3). Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè óìíîæåíèÿ ñàìîñîâìåùåíèé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé (íàïîì-
íèì, ÷òî ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå íåêîòîðîé ôèãóðû â ñåáÿ,
ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèå ìåæäó åå òî÷êàìè, íàçûâàåòñÿ ñî-
ìîñîâìåùåíèåì èëè ñèììåòðèåé äàííîé ôèãóðû, à ïîñëåäî-
âàòåëüíîå âûïîëíåíèå ëþáûõ äâóõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé �
ïðîèçâåäåíèåì èëè êîìïîçèöèåé ñàìîñîâìåùåíèé).
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b
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b
b
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b
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l2l3

Ðèñ. 3

Ðåøåíèå. Êàæäîå èç øåñòè ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ
òðåóãîëüíèê ABC â ñåáÿ óäîáíî çàïèñàòü â âèäå ïîäñòàíîâêè
ìíîæåñòâà âåðøèí òðåóãîëüíèêà, ãäå â âåðõíåé ñòðîêå ïåðå-
÷èñëåíû âñå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, à íèæíÿÿ ñòðîêà ïîêà-
çûâàåò, êóäà êàæäàÿ âåðøèíà ïåðåõîäèò. Òàê ÷òî

a0 :
(
A B C
A B C

)
, a1 :

(
A B C
B C A

)
, a2 :

(
A B C
C A B

)
,

a3 :
(
A B C
A C B

)
, a4 :

(
A B C
C B A

)
, a5 :

(
A B C
B A C

)
.
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Ñîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ
a0, a1, a2, a3, a4, a5, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ ïîäñòà-
íîâîê (ñì. òàáëèöó 4).

Èç ïîñòðîåííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáîé
ïàðû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M åñòü ñíîâà ýëåìåíò ýòîãî æå
ìíîæåñòâà, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñëåäîâàòåëü-
íîå âûïîëíåíèå ëþáûõ äâóõ ñàìîñîâìåùåíèé èç øåñòè ðàâ-
íîñèëüíî êàêîìó-òî îäíîìó ñàìîñîâìåùåíèþ òðåóãîëüíèêà.

Òàáëèöà 4

a0 a1 a2 a3 a4 a5
a0 a0 a1 a2 a3 a4 a5
a1 a1 a2 a0 a4 a5 a3
a2 a2 a0 a1 a5 a3 a4
a3 a3 a5 a4 a0 a2 a1
a4 a4 a3 a5 a1 a0 a2
a5 a5 a4 a3 a2 a1 a0

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé
a1 (ïîâîðîò íà 120◦ îòíîñèòåëüíî òî÷êè O) è a3 (îòðàæåíèå
îò îñè l1) ðàâíîñèëüíî ïðåîáðàçîâàíèþ a4 (îòðàæåíèå îò îñè
l2). Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâàM áóäåò ÿâëÿòüñÿ ýëå-
ìåíò a0 � ïîâîðîò íà 0◦ èëè òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ðàâåíñòâà a1a2 = a0 è a2a1 = a0 ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî
îáðàòíûì ê ýëåìåíòó a1 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ýëåìåíò a2 è, íà-
îáîðîò, îáðàòíûì ê ýëåìåíòó a2 � ýëåìåíò a1. Îáðàòíûå ê
ýëåìåíòàì a3, a4, a5 ñîâïàäàþò ñ ñàìèìè ýòèìè ýëåìåíòàìè.
Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ôàêòû è àññîöèàòèâíîñòü îïåðà-
öèè óìíîæåíèÿ ïîäñòàíîâîê äàþò íàì ïðàâî ãîâîðèòü, ÷òî
(M ; ·) � ãðóïïà. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñàìîñîâìåùåíèé
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ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Òàê êàê òàáëèöà 4 íå ñèììåòðè÷-
íà îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè, òî ãðóïïà ñàìîñîâìåùå-
íèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

Èç òàáëèöû 4 âèäíî, ÷òî ïîâîðîòû a0, a1, a2 ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà òàêæå îáðàçóþò ãðóïïó. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåò-
ñÿ ãðóïïîé ïîâîðîòîâ òðåóãîëüíèêà. �

Çàäà÷à 10. Ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà (G; ·), êîòîðàÿ ñî-

ñòîèò èç ïîäñòàíîâîê π1 =
(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, π2 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
,

π3 =
(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, π4 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
(ñì. çàäà÷ó 7) ÿâëÿåòñÿ öèê-

ëè÷åñêîé ñ îáðàçóþùèì π2 =
(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
.

Ðåøåíèå. Â ñàìîì äåëå,

π0
2 = π1 = e, π1

2 = π2,

π2
2 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
=
(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
= π3,

π3
2 = π3π2 =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
=
(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
= π4,

à, âîçâîäÿ π2 â ÷åòâåðòóþ ñòåïåíü, ìû ñíîâà ïîëó÷èì π1:

π4
2 = π4π2 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
=
(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
= π1.

�
Çàäà÷à 11. Íàéòè âñå îáðàçóþùèå â ãðóïïå ïîâîðîòîâ

òðåóãîëüíèêà (ñì. çàäà÷ó 9).

Ðåøåíèå. Äàííàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ
a0, a1, a2, ãäå a0 ïîâîðîò òðåóãîëüíèêà âîêðóã åãî öåíòðà íà
óãîë 0◦, a2 � ïîâîðîò íà 120◦, a3� ïîâîðîò íà 240◦ (íàïîìíèì,
÷òî ïîä óìíîæåíèåì ïîâîðîòîâ, ìû ïîíèìàåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîå èõ âûïîëíåíèå). Åäèíè÷íûé ýëåìåíò e = a0 íå ìîæåò
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áûòü îáðàçóþùèì, òàê êàê, âîçâîäÿ a0 â ñòåïåíü, ìû âñåãäà
áóäåì ïîëó÷àòü òîëüêî a0. Åñëè a1 � îáðàçóþùèé ãðóïïû,
òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ: 1) a31 = e; 2) ìíîæåñòâî
âñåõ ìåíüøèõ ñòåïåíåé a1 äîëæíî ñîâïàäàòü ñî ìíîæåñòâîì
ýëåìåíòîâ ãðóïïû. Èìååì:

a31 = a1 · a1 · a1 = (ïîâîðîò íà 360◦) = a0 = e;

a01 = e, a11 = a1, a21 = a1 · a1 = (ïîâîðîò íà 240◦) = a2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò a1 ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì öèêëè÷å-
ñêîé ãðóïïû ïîâîðîòîâ òðåóãîëüíèêà. Àíàëîãè÷íûå ðàâåí-
ñòâà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, êàê ýòî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, è äëÿ
ýëåìåíòà a2. Òàêèì îáðàçîì, â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîâîðîòîâ
òðåóãîëüíèêà äâà îáðàçóþùèõ: a1 è a2. �

Çàäà÷à 12. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàò-

ðèö e =

(
1 0
0 1

)
, a =

(
−1 0
0 −1

)
, b =

(
0 −1
1 0

)
, c =

(
0 1
−1 0

)
îáðàçóåò ïîäãðóïïó â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå âñåõ íåâû-
ðîæäåííûõ ìàòðèö 2-ãî ïîðÿäêà. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ïîäãðóïïà
àáåëåâîé? ßâëÿåòñÿ ëè îíà öèêëè÷åñêîé? Åñëè ãðóïïà öèê-
ëè÷åñêàÿ, òî íàéòè âñå åå îáðàçóþùèå.

Ðåøåíèå. Âñå äàííûå ìàòðèöû èìåþò îïðåäåëèòåëü, ðàâ-
íûé 1, ïîýòîìó ïðèíàäëåæàò ãðóïïå GL2(R) íåâûðîæäåííûõ
ìàòðèö 2-ãî ïîðÿäêà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äàííîå ìíîæåñòâî ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ìíîæå-
ñòâî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è âçÿòèÿ îáðàòíîãî
ýëåìåíòà. Ýòî íàãëÿäíî âèäíî èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ ìàò-
ðèö.



62 � 4. Ãðóïïû

Òàáëèöà 5

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c a e
c c b e a

Òàê, íàïðèìåð, b−1 = c, c−1 = b.
Ýòà ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Â êà÷åñòâå îáðàçó-

þùåãî ýëåìåíòà â íåé ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, ìàòðèöó
b: b0 = e, b1 = b, b2 = a, b3 = c. Êðîìå òîãî, îáðàçóþ-
ùèì ýëåìåíòîì â ýòîé ïîäãðóïïå ìîæåò ñëóæèòü è ìàòðèöà
c: c0 = e, c1 = c, c2 = a, c3 = b.

Ëþáàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ åùå ïðèâåäåííîé âûøå òàáëèöåé
óìíîæåíèÿ. �

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà Z âñåõ öå-
ëûõ ÷èñåë è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà öåëûõ ñòåïåíåé ÷èñ-
ëà 2 èçîìîðôíû.

Ðåøåíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èçîìîðôíîñòè äâóõ ãðóïï
ïîñòðîèì ìåæäó íèìè èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü
A = {x|x = 2k, k ∈ Z}. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

φ : Z → A,

k → 2k

äëÿ ëþáîãî k èç Z. Äîêàæåì, ÷òî îíî âçàèìíîîäíîçíà÷íî (áè-
åêòèâíî) è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî φ(k1 + k2) =
= φ(k1) · φ(k2).

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.
Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë k1, k2 ∈ Z èç ðàâåíñòâà φ(k1) = φ(k2) ñëå-
äóåò 2k1 = 2k2 , ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå k1 = k2. Ýòî
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îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî φ(k) = 2k ∈ A
ñóùåñòâóåò ïðîîáðàç â Z, ðàâíûé k. Èç èíúåêòèâíîñòè è
ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò åãî áèåêòèâíîñòü.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ k1, k2 ∈ Z, â ñèëó ñâîéñòâà ñòåïå-
íåé ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì, ïîëó÷àåì φ(k1+k2) = 2k1+k2 =
= 2k1 · 2k2 = φ(k1) · φ(k2).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå φ : Z → A ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà âñåõ öåëûõ ÷èñåë èçîìîðôíà
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå öåëûõ ñòåïåíåé ÷èñëà 2. �

Çàäà÷à 14. Ïîêàçàòü, ÷òî âñå ãðóïïû, ñîäåðæàùèå òðè
ýëåìåíòà (ãðóïïû òðåòüåãî ïîðÿäêà), èçîìîðôíû ìåæäó ñî-
áîé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ìû èìååì ìíîæåñòâî G èç òðåõ ýëåìåíòîâ
e, a, b. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï òðåòüåãî
ïîðÿäêà ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ òàáëèö óìíîæåíèÿ, êîòîðûå
ìîæíî çàäàòü äëÿ ýëåìåíòîâ e, a, b. Ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö
ñëåäóåò ïîìíèòü î òîì, ÷òî êàæäàÿ òàáëèöà äîëæíà áûòü òà-
êîé, ÷òîáû G îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè áûëà
ãðóïïîé. Ïîñòðîèì òàáëèöó ñ çàãëàâíîé ñòðîêîé è çàãëàâíûì
ñòîëáöîì.

Òàáëèöà 6

e a b
e
a
b

Â ãðóïïå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò e.
Òîãäà ïåðâàÿ ñòðîêà è ïåðâûé ñòîëáåö äîëæíû ñîâïàäàòü ñ
çàãëàâíûìè ñòðîêîé è ñòîëáöîì.
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Òàáëèöà 7

e a b
e e a b
a a
b b

Îñòàëîñü çàïîëíèòü 4 êëåòêè. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî â êàæ-
äîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå êàæäûé ýëåìåíò äîëæåí âñòðå-
òèòüñÿ ëèøü îäèí ðàç (ýòî ñëåäñòâèå îáðàòèìîñòè îïåðàöèè
â ãðóïïå), òî îñòàâøèåñÿ êëåòêè çàïîëíÿòñÿ îäíîçíà÷íî (ñì.
òàáëèöó 8).

Òàêèì îáðàçîì, íà òðåõ ýëåìåíòàõ ìîæíî ëèøü îäíèì
ñïîñîáîì îïðåäåëèòü îïåðàöèþ òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî ýòèõ
ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîé îïåðàöèè áûëî ãðóï-
ïîé. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü îäíà ãðóïïà èç òðåõ
ýëåìåíòîâ, èíà÷å ãîâîðÿ, âñå ãðóïïû èç òðåõ ýëåìåíòîâ èçî-
ìîðôíû.

Òàáëèöà 8

e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Êîíêðåòíûì ïðèìåðîì ãðóïïû òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæåò

ñëóæèòü ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê
(
1 2 3
1 2 3

)
,
(
1 2 3
2 3 1

)
,
(
1 2 3
3 1 2

)
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. �

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

4.1. Îáðàçóåò ëè ãðóïïó êàæäîå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ
îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè:
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à) ÷åòíûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;
á) íå÷åòíûå öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî âû÷èòàíèÿ;
â) öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî âû÷èòàíèÿ;
ã) öåëûå ÷èñëà, êðàòíûå äàííîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n,

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;
ä) íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæå-

íèÿ;
å) ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ;
æ) ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî äå-

ëåíèÿ;
ç) ñòåïåíè äàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a, a ̸= 0,±1, ñ

öåëûìè ïîêàçàòåëÿìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
è) ÷èñëà âèäà a+b

√
5 îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, ãäå a è b �

ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà;
ê) âñå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n îòíîñèòåëüíî ñëîæå-

íèÿ;
ë) ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëü-

íî óìíîæåíèÿ;
ì) ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè è

îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
í) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè îò îäíîé ïåðåìåííîé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;
î) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå n ñ äåéñòâèòåëüíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè îò îäíîé ïåðåìåííîé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;
ï) âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M îòíîñèòåëüíî îïåðà-

öèè ◦, âûïîëíÿåìîé ïî ôîðìóëå A ◦B = (A ∪B) \ (A ∩B);
ð) âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 1) ñ

îïåðàöèåé ◦, ãäå a ◦ b � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà a+ b?
4.2. ßâëÿåòñÿ ëè ãðóïïîé ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà(

a b
b b

)
, ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî

íóëþ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæå-
íèÿ ìàòðèö?
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4.3. Îáðàçóþò ëè ãðóïïó ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

(
a 0
0 b

)
,

ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè: à) ñëîæåíèÿ ìàò-
ðèö; á) óìíîæåíèÿ ìàòðèö?

4.4. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

(
a b
−b a

)
, ãäå

a è b � ïðîèçâîëüíûå, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

4.5. Âûÿñíèòü, îáðàçóåò ëè ãðóïïó ìíîæåñòâî ìàòðèö âè-

äà

(
a b
λb a

)
, ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå, íå ðàâíûå îäíîâðåìåí-

íî íóëþ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, λ � ôèêñèðîâàííîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö?

4.6. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäàa11 0 0
a21 a22 0
a31 a32 a33

, ãäå aij ∈ R, aii ̸= 0 (i, j = 1, 2, 3), ÿâ-

ëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö.
4.7. Îáðàçóþò ëè ãðóïïó ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåé:
à) a ◦ b = ab;
á) a ◦ b = a2b2?
4.8. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Z îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñè-

òåëüíî äåéñòâèÿ, çàäàííîãî ôîðìóëîé

a◦b =
{
a+ b, åñëè a � ÷åòíîå ÷èñëî, b � ëþáîå öåëîå ÷èñëî,
a− b, åñëè a � íå÷åòíîå ÷èñëî, b � ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

4.9. ÏóñòüG � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ òðîåê ÷èñåë âèäà
(a1, a2, 1) è (b1, b2,−1) è ïóñòü íà G îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ◦,
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âûïîëíÿåìàÿ ïî ïðàâèëó

(a1, a2, ε1) ◦ (b1, b2, ε2) = (a1 + b1, a2 + b2, ε1 · ε2).
Äîêàçàòü, ÷òî (G; ◦) � ãðóïïà.

4.10. Äîêàçàòü îñíîâíûå ñâîéñòâà ãðóïïû 1) � 5).
4.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a2 = aa = e äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

a ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû G, òî G àáåëåâà ãðóïïà.
4.12. Ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïîèä (R; ◦) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè, âûïîëíÿåìîé ïî ïðàâèëó
a ◦ b = a2 + b2.

4.13. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïîèä (Z; ◦) ñ îïåðàöèåé
a ◦ b = a+ b+ ab, ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé. ×òî ñëóæèò â (Z; ◦)
íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì? Íàéòè â (Z; ◦) âñå îáðàòèìûå ýëå-
ìåíòû.

4.14. Íà ìíîæåñòâå M îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ◦, âûïîëíÿå-
ìàÿ ïî ïðàâèëó a◦ b = a. Äîêàçàòü, ÷òî (M ; ◦) � ïîëóãðóïïà.
Ñóùåñòâóþò ëè â ýòîé ïîëóãðóïïå ïðàâûå è ëåâûå åäèíè÷íûå
ýëåìåíòû, îáðàòèìûå ýëåìåíòû? Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ (M ; ◦)
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé?

4.15. Íà ìíîæåñòâå M2, ãäå M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî,
îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ◦ : (a, b) ◦ (c, d) = (a, d). ßâëÿåòñÿ ëè
M2 ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè? Ñóùåñòâóåò
ëè â M2 íåéòðàëüíûé ýëåìåíò?

4.16. Îïðåäåëèòü ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ïîëóãðóï-

ïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ñòåïåíåé ìàòðèöû A =

−1 0 0
0 0 1
0 0 0

?

ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ïîëóãðóïïà ãðóïïîé?
4.17. Ýëåìåíò aba−1b−1 íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì ýëå-

ìåíòîâ a è b ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [a, b]. Êîììóòà-
òîð ðàâåí åäèíèöå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíòû a è
b ïåðåñòàíîâî÷íû. Äîêàçàòü, ÷òî êîììóòàòîð ïðîèçâîëüíûõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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à) [a, b]−1 = [b, a];
á) [a, b−1] = b−1[b, a]b;
â) [ab, c] = a[b, c]a−1[a, c].
4.18. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿ-

åòñÿ ïîäãðóïïîé àääèòèâíîé ãðóïïû Z öåëûõ ÷èñåë. Îáðàçó-
åò ëè ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ ÷èñåë ïîäãðóïïó â ãðóïïå Z?

4.19. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû
Z ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë, êðàòíûõ íåêîòîðîìó íàòóðàëüíîìó
÷èñëó n.

4.20. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîé ãðóïïå:
à) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîä-

ãðóïïîé;
á) îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíà èç ïîäãðóïï ñîäåðæèòñÿ â
äðóãîé.

4.21. Íà ìíîæåñòâå M = {a, b, c} áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ çà-
äàíà òàáëèöåé 9. Âûÿñíèòü, îáëàäàåò ëè ìíîæåñòâî M åäè-
íè÷íûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî çàäàííîé áèíàðíîé îïåðà-
öèè, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíîé, àññîöè-
àòèâíîé. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî M ïîëóãðóïïó, ãðóïïó?

Òàáëèöà 9

a b c
a a a a
b a b c
c a c b

4.22. Íà ìíîæåñòâå G = {a0, a1, a2, a3} îïåðàöèÿ çàäà-
íà òàáëèöåé 10. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.
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Òàáëèöà 10

a0 a1 a2 a3
a0 a0 a1 a2 a3
a1 a1 a0 a3 a2
a2 a2 a3 a0 a1
a3 a3 a2 a1 a0

4.23. Èçâåñòíû ýëåìåíòû, ñòîÿùèå â òðåõ âåðøèíàõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà òàáëèöû Êýëè íåêîòîðîé êîíå÷íîé ãðóïïû (ñì.
òàáëèöó 11). Íàéòè ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ â ÷åòâåðòîé âåð-
øèíå, åñëè 1 îáîçíà÷åí íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.

Òàáëèöà 11

. . . xk . . . xp
. . . . . . . . . . . . . . .
xm . . . a . . . ?
. . . . . . . . . . . . . . .
xt . . . 1 . . . b

4.24. Íàéäèòå ïîðÿäîê êàæäîãî ýëåìåíòà ñèììåòðè÷å-
ñêîé ãðóïïû S3 òðåòüåé ñòåïåíè, à çàòåì âûÿñíèòå, êàêèå
öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû S3 îíè ïîðîæäàþò. Ñêîëüêî âñåãî
ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï èìååò ãðóïïà S3?

4.25. Êàêîé ïîðÿäîê èìååò ýëåìåíò a =
(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 1 6

)
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S6 è êàêóþ öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóï-
ïó ýòîé ãðóïïû îí ïîðîæäàåò?

4.26. Ïîñòðîéòå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû S4, ïî-

ðîæäåííûå åå ýëåìåíòàìè a =
(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
è b =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
, à

çàòåì íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïîäãðóïï. ßâëÿåòñÿ ëè ïåðå-
ñå÷åíèå ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ àáåëåâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû S4?
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4.27. Ñêîëüêî ïîäãðóïï èìååò ãðóïïà (ñì. çàäà÷ó 12){
e =

(
1 0
0 1

)
, a =

(
−1 0
0 −1

)
, b =

(
0 −1
1 0

)
, c =

(
0 1
−1 0

)}
?

4.28. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû,
îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 4 5 6 7 8 9 1

)
.

4.29. Îïèñàòü ãðóïïû, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî âñåõ åå ïîä-
ãðóïï ñîñòîèò: à) èç îäíîé ïîäãðóïïû; á) èç äâóõ ïîäãðóïï;
â) èç òðåõ ïîäãðóïï.

4.30. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ãðóïïû ðà-
âåí m, òî an = e, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n äåëèòñÿ íà
m.

4.31. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ãðóïïû ðà-
âåí m, òî as = at â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà s − t
äåëèòñÿ íà m.

4.32. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ãðóïïû ðà-
âåí m, òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà ak ðàâåí

m

(m, k)
, ãäå (m, k) � íàè-

áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë m è k.
4.33. Âûÿñíèòå, äëÿ êàêèõm â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S4

ïîäñòàíîâîê ÷åòâåðòîé ñòåïåíè íàéäóòñÿ ýëåìåíòû ïîðÿäêà
m.

4.34. Äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï ñîñòàâèòü òàáëèöó
óìíîæåíèÿ åå ýëåìåíòîâ. Íàéòè âçàèìíî îáðàòíûå ýëåìåíòû
è âûÿñíèòü êîììóòàòèâíà ëè äàííàÿ ãðóïïà:

à) ãðóïïà ïîâîðîòîâ êâàäðàòà;
á) ãðóïïà ïîâîðîòîâ ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà;
â) ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèé ðîìáà;
ã) ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèé ïðÿìîóãîëüíèêà, íå ÿâëÿþ-

ùåãîñÿ êâàäðàòîì;
ä) ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèé êâàäðàòà.
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4.35. Íàéòè ãðóïïó ïîâîðîòîâ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.
4.36. Íàéòè ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ èç óïð.

4.34.
4.37. Íàéäèòå âñå ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ:
à) Z5, Z8, Z10;
á) â ãðóïïå ñàìîñîâìåùåíèé êâàäðàòà.
4.38. Êàêîé âèä èìåþò âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû Zn êëàññîâ

âû÷åòîâ öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ n?
4.39. Äîêàçàòü, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà âñåõ öåëûõ ÷èñåë

Z è àääèòèâíàÿ ãðóïïà ÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë 2Z èçîìîðôíû.
4.40. Äîêàçàòü, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà âñåõ äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë R èçîìîðôíà ãðóïïå ìàòðèö âèäà

(
a 0
0 a

)
, ãäå

a ∈ R, îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ìàòðèö.
4.41. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî äâóìåðíûõ âåêòîðîâ (a, b)

è ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

(
a 0
0 b

)
, ãäå a, b ∈ R, ÿâëÿþòñÿ

èçîìîðôíûìè ãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ â
ýòèõ ìíîæåñòâàõ.

4.42. Ïóñòü â ãðóïïå G = {(a, b) | a, b ∈ R, a ̸= 0} îïåðà-
öèÿ óìíîæåíèÿ çàäàíà ïî ôîðìóëå: (a, b)(c, d) = (ac, ad+ b).
Äîêàçàòü, ÷òî ïàðû âèäà (a, 0) ∈ G îáðàçóþò ïîäãðóïïó H
ãðóïïû G, èçîìîðôíóþ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå íåíóëå-
âûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

4.43. Âûÿñíèòü, èçîìîðôíà ëè ãðóïïà âñåõ ñàìîñîâìåùå-
íèé ðîìáà ãðóïïå âñåõ ñàìîñîâìåùåíèé ïðÿìîóãîëüíèêà.

4.44. Íàéòè âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ãðóïïû
ïîðÿäêà: à) 2; á) 3; â) 4; ã) 5.

4.45. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà 6 ëèáî êîììóòàòèâíà,
ëèáî èçîìîðôíà ãðóïïå S3.
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Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî R ñ áèíàð-
íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ + è óìíîæå-
íèÿ ·, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (àêñèîìàì
êîëüöà).

R1) (R; +) � àáåëåâà ãðóïïà (íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóï-
ïîé êîëüöà).

R2) (R; ·) � ïîëóãðóïïà (ò.å. óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî).

R3) Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâà a·(b+c) = a·b+a·c, (b+c)·a = b·a+c·a � äèñòðèáó-
òèâíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

Êîëüöî (R; +, ·) íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè îïå-
ðàöèÿ óìíîæåíèÿ êîììóòàòèâíà, è êîëüöîì ñ åäèíèöåé, åñëè
(R; ·) � ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé.

Çàìå÷àíèÿ

1) Èññëåäóþòñÿ è íåàññîöèàòèâíûå êîëüöà. Íàïðèìåð,
åñëè âìåñòî àññîöèàòèâíîñòè R2) óìíîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâó ßêîáè

a(bc) + b(ca) + c(ab) = 0

äëÿ âñåõ a, b, c ∈ R è
ab = −ba

äëÿ âñåõ a, b ∈ R, òî òàêîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì Ëè.
2) Êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëüöà ñ åäèíèöåé, ïî÷òè âñå-

ãäà èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé 0 = 1.

Ñôîðìóëèðóåì ðÿä ïðîñòåéøèõ ñëåäñòâèé èç îïðåäåëå-
íèÿ êîëüöà, õîðîøî èçâåñòíûõ äëÿ ÷èñåë.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà êîëüöà. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå
êîëüöî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ R âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà:

1) a · 0 = 0 · a = 0;
2) (−a) · b = a · (−b) = −(ab), (−a) · (−b) = ab;
3) a(b−c) = a·b−a·c (ðàçíîñòü a−b â êîëüöå R îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå a+ (−b) óðàâíåíèÿ b+ x = a
â àääèòèâíîé ãðóïïå (R; +)).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîëåö.
1. Ïðèìåðàìè êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé ÿâëÿ-

þòñÿ ÷èñëîâûå êîëüöà (Z; +, ·), (Q; +, ·), (R; +, ·).
2. Êîëüöî Zm êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, ãäå m �

íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â � 4 îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ â ýòîì êîëüöå (ôîðìóëû (3)) è àääèòèâíàÿ ãðóï-
ïà.

3. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R[x] ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ìíîãî÷ëåíû

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n, n ≥ 0,

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåíòàìè a0, ..., an èç
R; åñëè an ̸= 0, òî n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(x).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ax = xa äëÿ ëþáîãî a ∈ R. Åñëè
g(x) = b0 + b1x+ . . .+ bmx

m, òî ñóììà h(x) = = f(x) + g(x)
îçíà÷àåò ìíîãî÷ëåí

h(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ ...+ (ak + bk)x
k,

ãäå k = max(n,m) è ãäå êîýôôèöèåíòû ai èëè bi ïðåäïîëàãà-
þòñÿ ðàâíûìè 0, åñëè èíäåêñ i áîëüøå, ÷åì ñòåïåíü ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ìíîãî÷ëåíà.
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Óìíîæåíèå f(x) è g(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

q(x) = f(x)g(x) = a0b0+(a1b0+a0b1)x+ · · · =
n+m∑
i=0

xi
i∑

j=0

aj bi−j

(îòñóòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû òàêæå ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè
íóëþ). Ñ ëåâûìè ÷àñòÿìè íàïèñàííûõ âûðàæåíèé íóæíî
äåéñòâîâàòü òàê êàê ó÷èëè â øêîëå: ðàñêðûòü ñêîáêè è ïðè-
âåñòè ïîäîáíûå.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëîæåíèÿ (êîýôôèöèåíòû ñêëàäûâàþòñÿ
ïî îòäåëüíîñòè ïðè ðàçíûõ ñòåïåíÿõ) âèäíî, ÷òî êîììóòàòèâ-
íîñòü è àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ ñëåäóåò èç êîììóòàòèâ-
íîñòè è àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ â R. Ïðîòèâîïîëîæíûé
ìíîãî÷ëåí ïîëó÷àåòñÿ ïåðåìåíîé çíàêîâ ó âñåõ êîýôôèöèåí-
òîâ. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû ïî ñëîæåíèþ îáðàçóþò ãðóïïó.

Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñëåäóåò èç àñ-
ñîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèåì â R. Äèñòðèáóòèâíîñòü òàêæå
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ: ïîä-
ñòàâèì â ôîðìóëó âìåñòî bj âûðàæåíèå cj + dj è çàòåì âîñ-
ïîëüçóåìñÿ äèñòðèáóòèâíîñòüþ â êîëüöå R:

i∑
j=0

aj bi−j =
i∑

j=0

aj (ci−j + di−j) =
i∑

j=0

aj ci−j +
i∑

j=0

aj di−j.

4. Ìàòðè÷íîå êîëüöî Mn(R) âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà n ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ïðèìå-
ðîì íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà (n ≥ 2) c åäèíèöåé.

5. Ïðèìåðîì êîììóòàòèâíîãî êîëüöà áåç åäèíèöû ìî-
æåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî 2Z âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî
îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

6. Ëþáóþ àääèòèâíóþ ãðóïïó R ìîæíî ïðåâðàòèòü â
êîëüöî, åñëè çàäàòü íà íåé íóëåâîå óìíîæåíèå: a · b = 0 äëÿ
ëþáûõ a, b.
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Â êîëüöàõ ñ åäèíèöåé îñîáî âûäåëÿþò îáðàòèìûå ýëåìåí-
òû. Ýëåìåíò a êîëüöà R íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè äëÿ
íåãî â ïîëóãðóïïå (R; ·) ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò a−1, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå a íàçûâàåòñÿ íåîáðàòèìûì. Ìíîæåñòâî
âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R ñ åäèíèöåé îáðàçóåò
ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Îíà íàçûâàåòñÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà è îáîçíà÷àåòñÿ R∗.

Ïðèìåðîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîëüöà ìîæåò
ñëóæèòü ãðóïïà Z∗ = {−1, 1}.

Â îòëè÷èè îò ÷èñëîâûõ êîëåö íåêîòîðûå íå÷èñëîâûå êîëü-
öà ñîäåðæàò òàê íàçûâàåìûå äåëèòåëè íóëÿ.

Åñëè R � êîëüöî, a, b ∈ R è a ̸= 0, b ̸= 0, íî ab = 0, òî
ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ëåâûì äåëèòåëåì íóëÿ â R, à ýëåìåíò
b íàçûâàåòñÿ ïðàâûì äåëèòåëåì íóëÿ â R. Â êîììóòàòèâíûõ
êîëüöàõ, åñòåñòâåííî, íåò ðàçëè÷èÿ ìåæäó ëåâûì è ïðàâûì
äåëèòåëÿìè íóëÿ.

Êîììóòàòèâíûå êîëüöà áåç äåëèòåëåé íóëÿ íàçûâàþò îá-
ëàñòÿìè öåëîñòíîñòè.

Ïðèìåðîì êîëüöà ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ ìîæåò ñëóæèòü

êîëüöî ìàòðèöMn(R). Â íåì ìàòðèöû A =


a 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

,

B =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . b

 ïðè a ̸= 0, b ̸= 0 � äåëèòåëè íóëÿ.

Â ëþáîì êîëüöå R ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ è
ìíîæåñòâî äåëèòåëåé íóëÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïîäìíîæåñòâî S êîëüöà (R; +, ·) çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé +, · â R è ÿâëÿþùååñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî ýòèõ
îïåðàöèé, íàçûâàþò ïîäêîëüöîì êîëüöà R. Ïîäêîëüöî íàçû-
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âàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè îíî íå ñîâïàäàåò ñ ñàìèì êîëüöîì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî S êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì, âõîäÿùèå â
îïðåäåëåíèå êîëüöà òðåáîâàíèÿ àññîöèàòèâíîñòè, êîììóòà-
òèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè îïåðàöèé ïðîâåðÿòü íå òðåáó-
åòñÿ, ïîñêîëüêó îíè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ èç
R, à çíà÷èò, è èç S. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü çà-
ìêíóòîñòü ìíîæåñòâà S îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ
è âçÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà.

Ïðèìåðû ïîäêîëåö.

1. Êîëüöî Z ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà Q.
2. Êîëüöî 2Z ÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì

êîëüöà Z.

3. Ìíîæåñòâî S âñåõ ìàòðèö âèäà


a1 a2 . . . an
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0


ñ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè ai èç ïîëÿ R ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëü-
öîì êîëüöà Mn(R) âñåõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä R.

4. Ìíîæåñòâî L âñåõ ìàòðèö âèäà


a 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0


n×n

ñ ëþáûì a èç ïîëÿ R ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà Mn(R) è
ïîäêîëüöîì êîëüöà S.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäêîëüöî êîëüöà ñ åäèíèöåé ìîæåò íå
èìåòü åäèíèöû. Òàêèì ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöî èç ïðèìåðà 2. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïîäêîëüöî L èç ïðèìåðà 4 èìååò åäèíèöó
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EL =


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

 , êîòîðàÿ ïðè n > 1 îòëè÷íà îò åäè-

íèöû E ñàìîãî êîëüöà Mn(R). Ïîäêîëüöî Z êîëüöà Q èìååò
òó æå åäèíèöó, ÷òî è èñõîäíîå êîëüöî.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c
ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

1) a · 0 = 0 · a = 0;
2) (−a) · b = a · (−b) = −(ab), (−a) · (−b) = ab;
3) a(b− c) = a · b− a · c.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê 0 + 0 = 0 ïî îïðåäåëåíèþ íó-

ëåâîãî ýëåìåíòà êîëüöà, òî a · 0 = a(0 + 0), è â ñèëó ñâîéñòâà
äèñòðèáóòèâíîñòè èìååì:

a · 0 = a · 0 + a · 0.

Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà ýëåìåíò −(a · 0),
ïîëó÷èì a · 0 = 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è âòîðîå ðàâåí-
ñòâî 0 · a = 0.

2) Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà äëÿ ýëå-
ìåíòà a · b â êîëüöå R èìååì: −(a · b) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

a · b+ x = 0,

è îíî åäèíñòâåííî (ñì. � 4, îñíîâíûå ñâîéñòâà ãðóïïû). Ïî-
ýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (−a) · b = −(a · b) äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ýëåìåíò
(−a) · b. Ïîñëåäíèé ôàêò óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà 1):

a · b+ (−a) · b = (a+ (−a)) · b = 0 · b = 0.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ è ðàâåíñòâî
a · (−b) = −(ab).

Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûìè ðàâåíñòâàìè, ïîëó÷èì:

(−a) · (−b) = −(a · (−b)) = −(−(ab)) = ab.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òàêæå òåì, ÷òî åñëè −a ýëåìåíò,
ïðîòèâîïîëîæíûé äëÿ a, òî a � ïðîòèâîïîëîæíûé äëÿ −a.
Ýòîò ôàêò ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîòè-
âîïîëîæíîãî ýëåìåíòà.

3) Ýòî ñâîéñòâî äîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

a(b−c) = a(b+(−c)) = a·b+a·(−c) = a·b+(−(a·c)) = a·b−a·c.

�
Çàäà÷à 2. ßâëÿåòñÿ ëè êîëüöîì ìíîæåñòâî L ÷èñåë âè-

äà a + b
√
3, ãäå a, b ∈ Z, îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñóììó è ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë
óêàçàííîãî âèäà:

(a+ b
√
3) + (c+ d

√
3) = (a+ c) + (b+ d)

√
3;

(a+ b
√
3) · (c+ d

√
3) = (ac+ 3bd) + (ad+ bc)

√
3.

Ìû âèäèì, ÷òî ÷èñëà, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå âûïîëíå-
íèÿ îïåðàöèé, ñíîâà ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó L, ò.å. ìíîæå-
ñòâî L çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî íà âñåõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâàõ îáû÷íûå îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòèâíûìè è
àññîöèàòèâíûìè. Êðîìå òîãî, óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îò-
íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Çíà÷èò, è íà ìíîæåñòâå L ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå êîììóòàòèâíû, àññîöèàòèâíû è ñâÿçàíû çàêîíîì
äèñòðèáóòèâíîñòè.
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Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî ñëîæåíèþ çäåñü ÿâëÿåòñÿ ÷èñ-
ëî 0 = 0 + 0

√
3 ∈ L, ïî óìíîæåíèþ � 1 = 1 + 0

√
3 ∈ L.

Ïðîòèâîïîëîæíûì ê ýëåìåíòó a + b
√
3 ñëóæèò ýëåìåíò

−a + (−b)
√
3 ∈ L: a + b

√
3 +

(
−a+ (−b)

√
3
)
= (a+ (−a)) +

+ (b+ (−b))
√
3 = 0 + 0

√
3.

Âñå ïåðå÷èñëåííîå âûøå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî L,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ
åäèíèöåé. �

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà Z çàäàíà îïåðàöèÿ ôîð-
ìóëîé

a⊙ b = −ab,
òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Z; +, ⊙) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâ-
íûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Öåëûå ÷èñëà ïî ñëîæåíèþ îáðàçóþò àáå-
ëåâó ãðóïïó, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñâîéñòâà Z
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ⊙.

Ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà äîêàçûâàþò àññîöèàòèâíîñòü óìíî-
æåíèÿ ⊙:

a⊙ (b⊙ c) = a⊙ (−bc) = −(a · (−bc)) = abc;

(a⊙ b)⊙ c = (−ab)⊙ c = −((−ab) · c) = abc.

Êðîìå òîãî,

a⊙ b = −ab = −ba = b⊙ a;

a⊙ (b+ c) = −(a · (b+ c)) = −ab+ (−ac) = a⊙ b+ a⊙ c.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (Z; +, ⊙) � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.
Åäèíè÷íûé ýëåìåíò e êîëüöà íàéäåì èç óñëîâèÿ a⊙e = a:

−ae = a;
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e = −1.

Ñëåäîâàòåëüíî, (Z; +, ⊙) � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíè-
öåé. �

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

5.1. Âûÿñíèòü, îáðàçóåò ëè êîëüöî îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

à) ìíîæåñòâî N;
á) ìíîæåñòâî Z;
â) ìíîæåñòâî Q;
ã) ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë;
ä) ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë;
å) ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë;
æ) ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà a+ b 3

√
5, ãäå a, b � öåëûå ÷èñëà;

ç) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà a + bi, ãäå a, b �
öåëûå ÷èñëà (ìíîæåñòâî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë);

è) ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà a+b
√
3+c

√
5, ãäå a, b, c � öåëûå

÷èñëà;
ê) ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà a + b

√
3 + c

√
5 + d

√
15, ãäå

a, b, c, d � öåëûå ÷èñëà.
5.2. Âûÿñíèòå, äèñòðèáóòèâíà ëè îïåðàöèÿ ∗ îòíîñèòåëü-

íî îïåðàöèè ◦, åñëè ∗ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé âîçâåäåíèÿ â ñòå-
ïåíü íà ìíîæåñòâå N, à ◦ � îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà òîì æå
ìíîæåñòâå, ò.å. a ∗ b = ab, a ◦ b = a · b, ãäå a, b � ëþáûå
ýëåìåíòû èç N.

5.3. Ïðîâåðüòå, äèñòðèáóòèâíà ëè âòîðàÿ îïåðàöèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ïåðâîé:

à) (N; +, ⊗), ãäå a⊗ b = (ab)2;
á) (Z; −, ·);
â) (2M ; ⊕, ∗), ãäå ⊕ è ∗ � îäíà èç îïåðàöèé: ∪,∩,△

(çäåñü ñèìâîë △ îáîçíà÷àåò ñèììåòðè÷åñêóþ ðàç-
íîñòü äâóõ ìíîæåñòâ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
A△B = (A ∪B) \ (A ∩B)).
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5.4. Ñïðàâåäëèâû ëè ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ
äëÿ ýëåìåíòîâ íåêîììóòàòèâíûõ êîëåö?

5.5. Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè êîëüöàìè îòíîñèòåëüíî ìàò-
ðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ìàò-
ðèö ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè:

à) ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ≥ 2, ò.å.
ìàòðèö âèäà 

a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an

 ;

á) ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà(
a b
0 a

)
;

â) ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà(
a b
0 c

)
;

ã) ìíîæåñòâî òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ≥ 2, ò.å.
ìàòðèö âèäà 

a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 ;

ä) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà
a1 a2 . . . an
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

 .
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5.6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî M ìàòðèö âèäà

(
a 0
0 b

)
,

ãäå a, b � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ñîñòàâëÿåò êîììó-
òàòèâíîå êîëüöî îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ. Âûäåëèòå ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ýòîãî êîëüöà.

5.7. Êàêèå ýëåìåíòû êîëüöà íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìè íó-
ëÿ? Âûÿñíèòå, èìååò ëè êîëüöî M âåùåñòâåííûõ ìàòðèö âè-

äà

(
a 0
0 b

)
äåëèòåëè íóëÿ?

5.8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè M � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, òàêàÿ, ÷òî ab = 0 äëÿ ëþáûõ
a, b è íóëåâîãî ýëåìåíòà 0 ãðóïïû M , òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà M = (M ; +, ·) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

5.9. Íà ìíîæåñòâå A = Q2 óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b) ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë ñëîæåíèå ⊕ è óìíîæåíèå ⊙ îïðåäåëåíû
ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b)⊙ (c, d) = (ac, bd).

Ïîêàæèòå, ÷òî (A; ⊕, ⊙) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì
ñ åäèíèöåé è ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ.

5.10. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà (Z; ⊕, ·) êîëüöîì
îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ⊕,
âûïîëíÿåìîé ïî ïðàâèëó:

a⊕b=
{
a+ b, åñëè a � ÷åòíîå ÷èñëî, b � ëþáîå öåëîå ÷èñëî,
a− b,åñëè a � íå÷åòíîå ÷èñëî, b � ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

5.11. Ïîêàæèòå, ÷òî â îïðåäåëåíèè:
à) êîëüöà àêñèîìà êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ âûâîäèòñÿ

èç îñòàëüíûõ àêñèîì;
á) êîëüöà áåç åäèíèöû àêñèîìà êîììóòàòèâíîñòè ñëîæå-

íèÿ íå âûâîäèòñÿ èç îñòàëüíûõ àêñèîì.
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5.12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè íà ìíîæåñòâå èç äâóõ ýëåìåí-
òîâ ìîæíî îïðåäåëèòü äâå áèíàðíûå îïåðàöèè ¾ñëîæåíèÿ¿ è
¾óìíîæåíèÿ¿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü êîëüöî áåç åäèíèöû?

5.13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè íà ìíîæåñòâå a, b, c ìîæíî
îïðåäåëèòü äâå áèíàðíûå îïåðàöèè ¾ñëîæåíèÿ¿ è ¾óìíîæå-
íèÿ¿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü êîëüöî áåç åäèíèöû, è ðîëü íóëÿ
â íåì èãðàë ýëåìåíò a?

5.14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýëåìåíò a ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ýëå-
ìåíòàìè b è c êîëüöà, òî a ïåðåñòàíîâî÷åí ñ −b, ab, b−1 (åñëè
îí ñóùåñòâóåò), b+ c è bc.

Ïðèìåðîì íåàññîöèàòèâíîãî êîëüöà ñëóæèò êîëüöî âåê-
òîðîâ òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì îïå-
ðàöèÿìè ñëóæàò îáû÷íûå ñëîæåíèå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäå-
íèå.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì êîëüöå äëÿ ëþáûõ åãî ýëå-
ìåíòîâ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

a2 = 0, (1)

(ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0 (òîæäåñòâî ßêîáè). (2)

Âñÿêîå êîëüöî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (1) è (2) íàçûâà-
åòñÿ ëèåâûì êîëüöîì.

5.15. Äîêàæèòå, ÷òî:
à) èç âûøåïðèâåäåííîãî óñëîâèÿ (1) âûòåêàåò çàêîí àí-

òèêîììóòàòèâíîñòè ba = −ab;
á) åñëè R � ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî, òî, ñî-

õðàíÿÿ àääèòèâíóþ ãðóïïó ýòîãî êîëüöà, à îïåðàöèþ óìíî-
æåíèÿ ab çàìåíÿÿ îïåðàöèåé êîììóòèðîâàíèÿ a◦ b = ab− ba,
ïîëó÷èì ëèåâî êîëüöî;

â) âñÿêîå ëèåâî íåíóëåâîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì áåç
åäèíèöû.

5.16. Îõàðàêòåðèçóéòå âñå ïîäêîëüöà êîëüöà (Z; +, ·) öå-
ëûõ ÷èñåë.
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5.17. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî L ìàòðèö âèäà(
a b
5b a

)
, a, b ∈ Q ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà M2(R)

âñåõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2.
5.18. Â êîëüöå M2(R) óêàæèòå íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åãî ïîäêîëüöàìè.
5.19. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäêîëüöî êîëüöà M2(Z), ñîäåðæà-

ùåå ìàòðèöû

(
1 0
0 0

)
è

(
0 1
1 0

)
, ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì

M2(Z).
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Ïîëåì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî P ñ áèíàðíûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ + è óìíîæåíèÿ ·,
óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (àêñèîìàì ïîëÿ):

P1) (P ; +) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.

P2) (P ∗; ·) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé. (Çäåñü P ∗ = P \ {0},
ãäå 0 îáîçíà÷àåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ.)

P3) Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ P âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà
äèñòðèáóòèâíîñòè: a · (b+ c) = a · b+ a · c.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëåì íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîå êîëü-
öî ñ åäèíèöåé 1, îòëè÷íîé îò 0, â êîòîðîì ëþáîé íåíóëåâîé
ýëåìåíò îáðàòèì.

Òàê êàê ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè, òî îíè îáëàäàþò âñåìè
îáùèìè ñâîéñòâàìè êîëåö. Âìåñòå ñ òåì, äëÿ ïîëåé ìîãóò
âûïîëíÿòüñÿ è òàêèå ñâîéñòâà, êîòîðûìè îáëàäàþò íå âñå
êîëüöà.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîëåé

1) Åñëè P � ïîëå, òî óðàâíåíèå ax = b, ãäå a ̸= 0, èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: x = a−1b.

2) Â ïîëå íåò äåëèòåëåé íóëÿ, ò.å.

a · b = 0 ⇔ a = 0 èëè b = 0.

Çàìå÷àíèå

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Â êîëüöå Z öåëûõ ÷èñåë
íåò äåëèòåëåé íóëÿ, íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Àêñèîìû ïîëÿ ïîçâîëÿþò âûïîëíÿòü àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ ñ ÷èñëàìè. Ýòî
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íåóäèâèòåëüíî, òàê êàê ðàöèîíàëüíûå, äåéñòâèòåëüíûå è
êîìïëåêñíûå ÷èñëà äàþò ñàìûå ïðîñòûå è ñàìûå âàæíûå
ïðèìåðû ïîëåé. Íî ýòèìè ïðèìåðàìè âîçìîæíûå ïîëÿ äà-
ëåêî íå èñ÷åðïûâàþòñÿ.

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåðû ïîëåé.
1. Ïîëå êëàññîâ âû÷åòîâ Zp, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.
2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íå÷èñëîâîãî ïîëÿ ïîñòðîèì ïîëå

èç äâóõ ýëåìåíòîâ 0, 1, çàäàííûìè òàáëèöàìè:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Â ýòîì ¾ñàìîì ìàëåíüêîì¿ ïîëå 0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì, à 1 �
åäèíèöåé.

3. Ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç
äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

4. Îòðèöàòåëüíûé ïðèìåð: êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëåì, òàê êàê â íåì îáðàòèìû òîëüêî ±1.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîçíàêîìèìñÿ åùå ñ îäíèì
ïðèìåðîì ïîëÿ.

Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b ̸= 0 ïîëÿ P ýëåìåíò a−1 ·b íà-
çûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýòèõ ýëåìåíòîâ è çàïèñûâàåòñÿ â âè-
äå

a

b
. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ïîëå âûïîëíèìû ñëîæåíèå,

óìíîæåíèå, âû÷èòàíèå ëþáûõ ýëåìåíòîâ è äåëåíèå ëþáîãî
ýëåìåíòà íà ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò. Îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè äåëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðèâû÷íûå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ
äðîáåé:

1)
a

b
=
c

d
⇔ ad = bc (óñëîâèå ðàâåíñòâà äðîáåé);

2)
ac

bc
=
a

b
(îñíîâíîå ñâîéñòâî äðîáè);
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3)
a

b
± c

d
=
ad± bc

bd
(ïðàâèëî ñëîæåíèÿ äðîáåé);

4)
a

b
· c
d
=
ac

bd
(ïðàâèëî óìíîæåíèÿ äðîáåé).

Åñëè â êîëüöå åäèíèöû ìîæåò è íå áûòü, òî â ïîëå åå íà-
ëè÷èå ãàðàíòèðîâàíî îïðåäåëåíèåì ïîëÿ. Ïóñòü 1 � åäèíèöà
ïîëÿ P . Ðàññìîòðèì â ïîëå P ìíîæåñòâî êðàòíûõ åäèíèöû:

1 = 1,
2 = 1 + 1,
. . . . . . . . . . . .
p = 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

p ðàç

.

Åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p ñóììà p åäèíèö ðàâ-
íà 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîëå P èìååò õàðàêòåðèñòèêó p è îáî-
çíà÷àþò charP = p. Åñëè òàêîãî ÷èñëà p íå ñóùåñòâóåò, òî
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ P ðàâíà 0.

Íàïðèìåð, õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ ðàâ-
íà íóëþ. Ïîëå êëàññîâ âû÷åòîâ Zp (p � ïðîñòîå ÷èñëî) èìå-
åò õàðàêòåðèñòèêó, ðàâíóþ p. Õàðàêòåðèñòèêà ïîñòðîåííîãî
âûøå ïîëÿ èç äâóõ ýëåìåíòîâ ðàâíà 2.

Åñëè charP = p, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ P

a+ a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
p ðàç

= 0.

Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ, åñëè îíà
ïîëîæèòåëüíà, âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

Çàìå÷àíèå

Áîëüøèíñòâî ôîðìóë ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû ñïðàâåäëèâû
â ëþáîì ïîëå, òàê êàê ïðè èõ âûâîäå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî òå
ñâîéñòâà îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, êîòîðûå âõîäÿò â
÷èñëî àêñèîì ïîëÿ èëè ÿâëÿþòñÿ èõ ñëåäñòâèåì. Îñîáåííîñòü
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ïîëåé ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â
òåõ ôîðìóëàõ, êîòîðûå ñîäåðæàò óìíîæåíèå èëè äåëåíèå íà
íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôîðìóëó

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.

Îíà ñïðàâåäëèâà â ëþáîì ïîëå, åñëè ïîíèìàòü 2ab êàê
ab+ ab. Îäíàêî, â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 îíà ïðèíèìàåò áî-
ëåå ïðîñòîé âèä

(a+ b)2 = a2 + b2.

Â îáùåì ñëó÷àå â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p ñïðàâåäëèâî òîæ-
äåñòâî

(a+ b)p = ap + bp.

Ïîäìíîæåñòâî F ïîëÿ P , çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèé, îïðåäåëåííûõ â ïîëå P , è ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì îòíîñè-
òåëüíî ýòèõ îïåðàöèé, íàçûâàþò ïîäïîëåì ïîëÿ P . Ïðè ýòîì
P íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F .

Íàïðèìåð, ïîëå Q ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ïîëÿ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë R, à îíî â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ïîëÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

×èñëîâûì ïîëåì íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ïîäïîëå ïîëÿ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë.

Åñëè F � ïîäïîëå ïîëÿ P , òî åäèíèöà ïîëÿ F ñîâïàäàåò
ñ åäèíèöåé ïîëÿ P è äëÿ ýëåìåíòà a ̸= 0 èç F îáðàòíûé
ýëåìåíò â F è â P � îäèí è òîò æå.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ïîëÿ
P :

1) a · b = 0 ⇔ a = 0 èëè b = 0;
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2) óðàâíåíèå ax = b, ãäå a ̸= 0, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå: x = a−1b.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü a·b = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ̸= 0,
òîãäà a îáðàòèì. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà a−1 ñëåâà:
a−1(ab) = a−1 · 0. Îòêóäà ïîëó÷èì b = 0. Îáðàòíî, åñëè a = 0
èëè b = 0, òî ïî ñâîéñòâàì êîëüöà a · b = 0.

2) Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî x =
a−1b ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ax = b. Åñëè x1, x2 � äâà
åãî ðåøåíèÿ, òî ax1 = ax2, è, óìíîæèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà íà a−1, ïîëó÷èì x1 = x2. �

Çàäà÷à 2. Îáðàçóåò ëè ïîëå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö ìíîæåñòâî M ìàòðèö âèäà(
a 0
0 b

)
, ãäå a, b � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A, B � ëþáûå ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà M

è A =

(
a 0
0 b

)
è B =

(
c 0
0 d

)
. Òîãäà ñóììà ìàòðèö A + B =

=

(
a+ c 0
0 b+ d

)
è ïðîèçâåäåíèå AB =

(
ac 0
0 bd

)
òàêæå ïðè-

íàäëåæàò ìíîæåñòâó M . Çíà÷èò, ìíîæåñòâî M çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Èç òåîðèè ìàòðèö èçâåñòíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå êâàäðàòíûõ
ìàòðèö îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà, à çíà÷èò, è íà ìíîæåñòâå
M , ñëîæåíèå êîììóòàòèâíî, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå àññîöèà-
òèâíû è óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

Íóëåâûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ ìàòðè-

öà Θ =

(
0 0
0 0

)
, à ïðîòèâîïîëîæíûì ê

(
a 0
0 b

)
ìàòðèöà(

−a 0
0 −b

)
, ñíîâà ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó M .



90 � 6. Ïîëÿ

Êðîìå òîãî, BA =

(
c 0
0 d

)
·
(
a 0
0 b

)
=

(
ca 0
0 db

)
=

=

(
ac 0
0 bd

)
= AB, ò.å. óìíîæåíèå â M êîììóòàòèâíî. Òà-

êèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ìàòðèö M îáðàçóåò êîììóòàòèâíîå
êîëüöî.

Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî M ïîëåì. Åäèíè÷-
íûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðè-

öà E =

(
1 0
0 1

)
. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû

A =

(
a 0
0 b

)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà A áû-

ëà íåâûðîæäåííîé. Òàê êàê A ̸= Θ, òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë
a, b îòëè÷íî îò íóëÿ. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû |A| = ab ìî-
æåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíî èç ÷èñåë a, b
îòëè÷íî îò íóëÿ, ò.å. ìàòðèöà A ìîæåò áûòü íåíóëåâîé è â
òî æå âðåìÿ âûðîæäåííîé. Òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû âèäà(
a 0
0 0

)
è

(
0 0
0 b

)
, ãäå ÷èñëà a è b îòëè÷íû îò íóëÿ. Â ýòîì

ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A èìååò òàêîé âèä, îáðàòíîé äëÿ íåå
íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M ïîëåì íå ÿâëÿ-
åòñÿ. �

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M ìàòðèö âèäà(
a b
−b a

)
, ãäå a è b � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿåò-

ñÿ ïîëåì îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
Íàéòè õàðàêòåðèñòèêó ýòîãî ïîëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñóììó è ïðîèçâåäåíèå äâóõ

ìàòðèö A =

(
a b
−b a

)
, B =

(
c d
−d c

)
äàííîãî ìíîæåñòâà:

A + B =

(
a+ c b+ d

−(b+ d) a+ c

)
, AB =

(
ac− bd ad+ bc

−(ad+ bc) ac− bd

)
.
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Âèäèì, ÷òî A+B ∈M, AB ∈M . Êàê è âûøå, ñâîéñòâà êîì-
ìóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ, àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ è äèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæå-
íèÿ íà ìíîæåñòâå ìàòðèö îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà ñ÷èòàåì
èçâåñòíûìè. Íóëåâûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ íó-

ëåâàÿ ìàòðèöà Θ, à ïðîòèâîïîëîæíûì ê

(
a b
−b a

)
� ìàòðèöà(

−a −b
b −a

)
èç ìíîæåñòâà M .

Óìíîæåíèå â M êîììóòàòèâíî, òàê êàê

BA =

(
c d
−d c

)
·
(
a b
−b a

)
=

(
ca− db cb+ da

−(da+ cb) ca− db

)
=

=

(
ac− bd ad+ bc

−(ad+ bc) ac− bd

)
=

(
a b
−b a

)
·
(
c d
−d c

)
= AB.

Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî
óìíîæåíèþ âî ìíîæåñòâå M . Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàò-
ðèöû A: |A| = a2 + b2 ̸= 0, ò.å. ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ íåâû-
ðîæäåííîé, à çíà÷èò, îíà èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1. Ïî-
êàæåì, ÷òî ýòà ìàòðèöà òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M .
Èìååì:

A−1 =
1

a2 + b2

(
a −b
b a

)
=

 a

a2 + b2
− b

a2 + b2
b

a2 + b2
a

a2 + b2

 ∈M.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî M � ïîëå.
Íàéäåì õàðàêòåðèñòèêó ïîëÿ M . Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

E =

(
1 0
0 1

)
� åäèíèöà ïîëÿM . Î÷åâèäíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
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íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p òàêîãî, ÷òî(
1 0
0 1

)
+

(
1 0
0 1

)
+ . . .+

(
1 0
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

p ðàç

=

(
0 0
0 0

)
.

À ýòî çíà÷èò, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ M ðàâíà íóëþ. �

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

6.1. Êàêèå èç êîëåö â çàäà÷àõ 5.1, 5.5 ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè?
6.2.Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ìàòðèö îáðàçóþò ïîëå

îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

à)

(
a b
nb a

)
, ãäå n � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, a, b ∈ Q;

á)

(
a b
nb a

)
, ãäå n � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, a, b ∈ R;

â)

(
a b
nb a

)
, a, b ∈ Zp (p = 2, 3, 5, 7)?

6.3. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà � ìíîæåñòâî
Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ è îïå-

ðàöèåé ◦, âûïîëíÿåìîé ïî ïðàâèëó a ◦ b =
a · b
2

äëÿ ëþáûõ

ýëåìåíòîâ èç Q, � ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Êàêîâ åäèíè÷íûé ýëåìåíò
ýòîãî ïîëÿ?

6.4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö

(
a 0
0 a

)
, ãäå a �

ëþáîå ðàöèîíàëüíîå (èëè äåéñòâèòåëüíîå) ÷èñëî, ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Áó-
äåò ëè ìíîæåñòâî ìàòðèö äàííîãî âèäà ñîñòàâëÿòü ïîëå, åñëè
a � ëþáîå öåëîå ÷èñëî?

6.5. Ïî÷åìó êîëüöî {0} íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì?
6.6. Íà ìíîæåñòâå M = {a, b} ñëîæåíèå ⊕ è óìíîæåíèå
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⊙ îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a⊕ a = a, a⊕ b = b⊕ a = b, b⊕ b = a,
a⊙ a = b, a⊙ b = b⊙ a = a, b⊙ b = b.

Âûÿñíèòå, îáëàäàåò ëè ýòî ìíîæåñòâî íóëåì è åäèíèöåé è ÿâ-
ëÿþòñÿ ëè ñèñòåìà (M ; ⊕, ⊙) ïîëåì îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ
áèíàðíûõ îïåðàöèé.

6.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè B � ìíîæåñòâå ïàð (a, b) ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë è íà B äâå áèíàðíûå îïåðàöèè � ñëîæåíèå ⊕
è óìíîæåíèå ⊙ � îïðåäåëåíû ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

(a, b)⊕(c, d) = (a+c, b+d), (a, b)⊙(c, d) = (ac+2bd, ad+bc),

òî ñèñòåìà (B; ⊕, ⊙) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, à ïàðû (0, 0) è (1, 0)
ñîîòâåòñòâåííî íóëåì è åäèíèöåé ýòîãî ïîëÿ.

6.8. Â ïîëå ìàòðèö âèäà

(
a b
−b a

)
, ãäå a è b � ëþáûå äåé-

ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óêàæèòå òàêèå åãî ïîäìíîæåñòâà, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè.

6.9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Q[
√
5] ÷èñåë âèäà a+ b

√
5,

ãäå a, b � ëþáûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì
ïîëåì.

6.10. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà âèäà a + b 3
√
2 + c 3

√
4 ñ ðàöè-

îíàëüíûìè a, b, c îáðàçóþò ïîëå. Íàéäèòå â ýòîì ïîëå ýëå-
ìåíò, îáðàòíûé ÷èñëó 1− 3

√
2 + 2 3

√
4.

6.11. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëå M = (M ; +, ·), ãäå M � ìíî-

æåñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà

(
a b
−b a

)
ñ äåéñòâèòåëüíûìè a è b;

+, · � îáû÷íûå ìàòðè÷íûå îïåðàöèè, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò X
òàêîé, ÷òî X2 = −E (E � åäèíè÷íûé ýëåìåíò ïîëÿ M).

6.12. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëåé, õàðàêòåðèñòè-
êîé êîòîðûõ áûëà áû åäèíèöà èëè êàêîå-ëèáî ñîñòàâíîå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî.
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6.13. Äëÿ êàêèõ ÷èñåë n = 2, 3, 4, 5, 6, 7 ñóùåñòâóåò ïîëå
èç n ýëåìåíòîâ?

6.14. Â ïîëå Z7 ðåøèòå óðàâíåíèÿ 2x = 3, 3x = 3, 3x = 2,
5x2 − 2 = 0. Ðåøèòå ýòè æå óðàâíåíèÿ â ïîëÿõ Z5 è Z17.

6.15. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé x+ 2z = 1,
y + 2z = 2,
2x+ z = 1

â ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 5 è ìîäóëþ 7.
6.16. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç

äåëèòåëåé íóëÿ, ñîäåðæàùåå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì.

6.17. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m áóäåò
ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m � ïðîñòîå ÷èñëî.

6.18. Àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, â êîòîðîì êàæ-
äûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì, íàçûâàåòñÿ òåëîì. Èíû-
ìè ñëîâàìè, òåëî � ¾íåêîììóòàòèâíîå ïîëå¿. Äîêàæèòå, ÷òî
êîëüöî R áóäåò òåëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
a ̸= 1 íàéäåòñÿ ýëåìåíò b ∈ R òàêîé, ÷òî

a+ b− ab = b+ a− ba = 0.
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Íåðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ

x2 + 1 = 0

â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàñ-
øèðèòü åãî äî áîëüøåãî ïîëÿ, íàçûâàåìîãî ïîëåì êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë.

Ïîñòðîèì ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èñõîäÿ èç äâóõ òðåáî-
âàíèé: ÷òîáû îíî ñîäåðæàëî ïîäïîëå R è ÷òîáû â íåì èç-
âëåêàëñÿ êîðåíü êâàäðàòíûé èç ÷èñëà −1 (ò.å. ñóùåñòâîâàëî
òàêîå ÷èñëî i, ÷òî i2 = −1).

Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà âîçüìåì ìíîæåñòâî óïî-
ðÿäî÷åííûõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

C = R2 = {(a, b) | a, b ∈ R}.

Äâå ïàðû (a, b), (c, d) ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, ÷òî çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå (a, b) = (c, d), â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
a = c, b = d.

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå C îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ, ïîëîæèâ äëÿ ëþáûõ ïàð (a, b), (c, d) ∈ C :

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (1)

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc). (2)

Ìíîæåñòâî C ñ îïåðàöèÿìè, îïðåäåëåííûìè ðàâåíñòâàìè
(1), (2), ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ýòî ïîëå C íàçûâàåòñÿ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à åãî
ýëåìåíòû, ò.å. ïàðû (a, b) � êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Çàìå-
òèì, ÷òî íóëåâûì ýëåìåíòîì ïîëÿ C ÿâëÿåòñÿ ïàðà (0, 0),
à åäèíèöåé � ïàðà (1, 0). Ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòîì äëÿ
(a, b) ÿâëÿåòñÿ ïàðà (−a,−b), à îáðàòíûì äëÿ (a, b) ̸= (0, 0) �
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ïàðà

(
a

a2 + b2
, − b

a2 + b2

)
(êîòîðóþ íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ

(a, b)(x, y) = (1, 0)).
Ðàññìîòðèì â C ïîäìíîæåñòâî M ïàð âèäà (a, b), ãäå a �

ëþáîå ÷èñëî èç R :

M = {(a, 0)| a ∈ R}.

Ìíîæåñòâî M çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé +, · â C, òàê
êàê:

(a, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0), (a, 0) · (b, 0) = (a · b, 0).

Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò íå òîëüêî çàìêíóòîñòü, íî è
òîò ôàêò, ÷òî îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè èç M ïðîèçâîäÿòñÿ
òî÷íî òàê æå, êàê è íàä äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè � ïåð-
âûìè êîìïîíåíòàìè ïàð. Ýëåìåíòû èçM ëèøü îáîçíà÷åíèÿ-
ìè îòëè÷àþòñÿ îò äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó åñòåñòâåí-
íî îòîæäåñòâëÿòü ïàðó (a, 0) ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a è
âêëþ÷èòü ïîëå R â êà÷åñòâå ïîäïîëÿ â ïîëå C.

Îáîçíà÷èì
(0, 1) = i,

òîãäà
(0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1,

ò.å. i2 = −1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî ïîëå, êîòîðîå ñîäåðæèò â ñå-

áå ïîëå R è â êîòîðîì ðàçðåøèìî óðàâíåíèå x2 = −1, ò.å.
âîçìîæíî èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç −1. Ðåøåíèÿìè
ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà i è −i.

Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R èìååì

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) = a+ bi.
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Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ∈ C â âèäå a+ bi
(a, b ∈ R) íàçûâàåòñÿ åãî àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé. Ïðè ýòîì
÷èñëî a íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ÷èñëà z è îáî-
çíà÷àåòñÿ Re z, ÷èñëî b íàçûâàåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ ÷èñëà z
è îáîçíà÷àåòñÿ Im z. Ñàìî ÷èñëî i íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäè-
íèöåé. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà bi, ãäå b ∈ R, íàçûâàþòñÿ
÷èñòî ìíèìûìè.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàâåíñòâà (1), (2), îïðåäåëÿþùèå
îïåðàöèè +, · â C íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ïðèìóò âèä:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i, (3)

(a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i. (4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ÷èñëà c + di ïðîòèâîïîëîæíûì ÿâëÿ-
åòñÿ ÷èñëî −c − di, à îáðàòíûì ïðè c + di ̸= 0 � ÷èñëî

c

c2 + d2
− d

c2 + d2
i, ìîæíî â íîâîé ôîðìå çàïèñàòü ïðàâèëà

âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i, (5)

a+ bi

c+ di
=
ac+ bd

c2 + d2
− ad− bc

c2 + d2
i (c+ di ̸= 0). (6)

Âñÿêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî ìîæíî èçîáðàçèòü òî÷êîé èëè
âåêòîðîì íà ïëîñêîñòè. À èìåííî, ÷èñëî z = a + bi ìîæ-
íî èçîáðàçèòü â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷êîé
M(a, b) èëè âåêòîðîì, âûõîäÿùèì èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó
M(a, b) (ðèñ. 4). È íàîáîðîò, êàæäóþ òî÷êó M(a, b) êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáðàç êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z = a+ bi.



98 � 7. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
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a

b

0

Ðèñ. 4

Ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé èçîáðàæàþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà,
íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ. Îñü àáñöèññ íàçûâàåò-
ñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ, òàê êàê íà íåé ëåæàò äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà z = a+ 0i. Îñü îðäèíàò íàçûâàåòñÿ ìíèìîé îñüþ,
íà íåé ëåæàò ÷èñòî ìíèìûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà z = 0 + bi.

Èíîãäà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë òî÷êàìè, èíîãäà âåêòîðàìè. Ïðè âåêòîðíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èìååò ÿñíóþ ãåîìåòðè-
÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ñëîæåíèþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîîò-
âåòñòâóåò ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà
(ðèñ. 5).
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y
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�����:
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�
�
�

z1

z2

z1 + z2

0

Ðèñ. 5

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z = a + bi è z = a − bi, îò-
ëè÷àþùèåñÿ òîëüêî çíàêîì ìíèìîé ÷àñòè, íàçûâàþòñÿ ñî-
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ïðÿæåííûìè. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñîïðÿæåííûì êîì-
ïëåêñíûì ÷èñëàì ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îòíî-
ñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè (ðèñ. 6).

6

-
x

y

�
�
�

��3

Q
Q
Q

QQs

z

z

0

Ðèñ. 6

Î÷åâèäíî, ÷òî z = z. Ñîîòíîøåíèÿ

z1 + z2 = z1 + z2, z1 · z2 = z1 · z2
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ôîðìóë (3) è (4). ×àñòíûì ñëó-
÷àåì ýòèõ ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ òàê æå óòâåðæäåíèÿ î ñóììå è
ïðîèçâåäåíèè ÷èñëà z è ñîïðÿæåííîãî ñ íèì ÷èñëà z:

z + z = 2a, z · z = a2 + b2.

Âìåñòî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè èíîãäà áû-
âàåò óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïîëÿðíûå (ðèñ. 4). Ýòî ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùèì ïîíÿòèÿì. Äëèíà âåêòîðà r⃗, èçîáðàæàþùåãî
êîìïëåêñíîå ÷èñëî z, íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ýòîãî ÷èñëà è îáî-
çíà÷àåòñÿ |z| èëè r. ßñíî, ÷òî

|z| =
√
a2 + b2.

Âåëè÷èíà óãëà ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè è âåêòîðîì r⃗ íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà è îáîçíà÷àåòñÿ arg z èëè φ. Àðãóìåíò êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà z = 0 íå îïðåäåëåí. Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî
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÷èñëà z ̸= 0 � âåëè÷èíà ìíîãîçíà÷íàÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷-
íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî 2πk (k ∈ Z).

Èç ñîîòíîøåíèé â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñëåäóåò:

a = r cosφ, b = r sinφ,

îòêóäà
z = a+ bi = r(cosφ+ i sinφ).

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ åãî
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé.

Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë óäîá-
íî âûïîëíÿòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

cosφ =
a

r
, sinφ =

b

r
.

Ïóñòü

z1 = r1(cosφ1 + i sinφ1), z2 = r2(cosφ2 + i sinφ2)

� äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, çàäàííûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå. Òîãäà

z1z2 = r1r2(cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)), (7)

z1
z2

=
r1
r2
(cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)), (z2 ̸= 0). (8)

Èç ôîðìóëû (7) ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó âîçâåäåíèÿ êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà z = r(cosφ+ i sinφ) â ñòåïåíü

zn = rn(cosnφ+ i sinnφ), (9)

ñïðàâåäëèâóþ äëÿ âñåõ n ∈ Z. Ýòó ôîðìóëó íàçûâàþò òàêæå
ôîðìóëîé Ìóàâðà 2.

2À. Ìóàâð � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê (1667 � 1754).
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Êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z = r(cosφ+ i sinφ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïëåêñíîå ÷èñ-
ëî α, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ αn = z. Åñëè ïîëîæèòü
α = ρ(cosψ + i sinψ), òî ïî ôîðìóëå Ìóàâðà ïîëó÷àåì

αn = ρn(cosnψ + i sinnψ) = r(cosφ+ i sinφ).

Îòñþäà èìååì:

ρn = r, nψ = φ+ 2πk,

ãäå k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ = n
√
r (àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîðíÿ), ψ =

φ+ 2πk

n
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

αk =
n
√
z = n

√
r

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
. (10)

Ñðåäè ÷èñåë âèäà (10) èìååòñÿ ðîâíî n ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë, îíè ïîëó÷àþòñÿ ïðè k = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Îíè
âñå ëåæàò íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà n

√
r, îáðàçóÿ âåðøèíû ïðà-

âèëüíîãî n-óãîëüíèêà.
Òàê êàê 1 = 1(cos 0+ i sin 0), r = 1, φ = 0, òî ôîðìóëà äëÿ

êîðíåé n-îé ñòåïåíè èç 1 ïðèíèìàåò âèä

εk =
n
√
1 = cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (11)

Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè êîðíè n-îé ñòåïåíè èç 1 ðàñ-
ïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà è äåëÿò åå
íà n ðàâíûõ ÷àñòåé, îäíîé èç òî÷åê äåëåíèÿ ñëóæèò ÷èñëî
ε0 = 1 (k = 0) (ðèñ. 7). Âñå êîìïëåêñíûå êîðíè n-îé ñòåïåíè
èç 1 ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëü-
íîé îñè, ò.å. ïîïàðíî ñîïðÿæåíû. Äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
êîðíÿ n-îé ñòåïåíè èç 1 ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóëû (11) ïðè
k = 0, k = n/2, åñëè n � ÷åòíî, è ïðè k = 0, åñëè n � íå÷åòíî.
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Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Âûÿñíèòü ïðè êàêèõ x, y ∈ R ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

3x− 4y − (x− y)i = 3− 2i.

Ðåøåíèå. Òàê êàê z1 = z2 (z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i)
òîëüêî åñëè {

a1 = a2,
b1 = b2,

ãäå a1 = 3x− 4y, a2 = 3 è b1 = −(x− y), b2 = −2, òî{
3x− 4y = 3,
x− y = 2;

{
3(y + 2)− 4y = 3,
x = y + 2;

{
3y + 6− 4y = 3,
x = y + 2;{

y = 3,
x = y + 2.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x = 5, y = 3. �

Çàäà÷à 2. Âûïîëíèòå äåéñòâèÿ
2 + i

3− i
+

3 + i

2− i
.
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Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ñëîæèì äðîáè, ïðèâåäÿ èõ ê îáùå-
ìó çíàìåíàòåëþ, à çàòåì âûïîëíèì äåëåíèå, äîìíîæèâ
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå
çíàìåíàòåëþ (÷òî ïîçâîëèò îñâîáîäèòüñÿ îò ìíèìîñòè â
çíàìåíàòåëå):
2 + i

3− i
+

3 + i

2− i
=

(2 + i)(2− i) + (3 + i)(3− i)

(3− i)(2− i)
=

=
4− i2 + 9− i2

6− 5i+ i2
=

13 + 2

5(1− i)
=

15

5(1− i)
· 1 + i

1 + i
=

15(1 + i)

5(1− i2)
=

=
15

10
(1 + i) = 1, 5 + 1, 5i. �

Çàäà÷à 3. Íàéòè çíà÷åíèå êîðíÿ êâàäðàòíîãî èç ÷èñëà
a+ bi.

Ðåøåíèå. Ïóñòü
√
a+ bi = x + yi, ãäå x è y � íåèçâåñòíûå

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ â
êâàäðàò, ïîëó÷èì:

a+ bi = (x2 − y2) + 2xyi.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé:

x2 − y2 = a,

2xy = b.

Âîçâåäåì êàæäîå óðàâíåíèå â êâàäðàò è ñëîæèì ïîëó÷åííûå
óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì:

(x2 + y2)2 = a2 + b2.

Îòñþäà èìååì:
x2 + y2 =

√
a2 + b2,
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ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóåò èìåòü â âèäó àðèôìåòè÷åñêèé
êîðåíü, òàê êàê x2 + y2 ≥ 0. Ó÷èòûâàÿ, êðîìå òîãî, ÷òî
x2 − y2 = a, èìååì:

x2 =
a+

√
a2 + b2

2
; y2 =

−a+
√
a2 + b2

2
.

Òàê êàê
√
a2 + b2 > |a|, òî îáà ïîëó÷åííûå ÷èñëà � ïî-

ëîæèòåëüíû. Èçâëåêàÿ èç íèõ êâàäðàòíûå êîðíè, ïîëó÷èì
äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ x è y:

x = ±

√
a+

√
a2 + b2

2
; y = ±

√
−a+

√
a2 + b2

2
.

Èç ñîîòíîøåíèÿ 2xy = b ñëåäóåò, ÷òî ïðè b > 0 ÷èñëà x è y
èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, à ïðè b < 0 � ïðîòèâîïîëîæíûå.
Îòñþäà èìååì ôîðìóëó:

√
a+ bi = ±

√a+
√
a2 + b2

2
± i

√
−a+

√
a2 + b2

2

 .

Â ñêîáêàõ ïåðåä ðàäèêàëîì áåðåòñÿ çíàê +, åñëè b > 0,
è �, åñëè b < 0. �

Çàäà÷à 4. Ñëåäóþùèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà èçîáðàçèòü
âåêòîðàìè è çàïèñàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

à) z = −1 + i
√
3;

á) z = −5i;

â) z = −3
(
cos

π

5
− i sin

π

5

)
.

Ðåøåíèå. à) Íàõîäèì ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z = −1 + i

√
3. Çäåñü a = −1, b =

√
3, |z| = r =
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=
√

(−1)2 + (
√
3)2 = 2; cosφ =

−1

2
; sinφ =

√
3

2
. Îòñþäà

arg z = φ =
2π

3
. Çíà÷èò, ÷èñëî z â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå

èìååò âèä:

−1 + i
√
3 = 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
.

á) Èìååì: r =
√
0 + (−5)2 = 5; cosφ =

0

5
= 0; sinφ =

=
−5

5
= −1; φ = −π

2
. Çíà÷èò,

−5i = 5
(
cos
(
−π
2

)
+ i sin

(
−π
2

))
.

â) Çàïèñü z = −3
(
cos

π

5
− i sin

π

5

)
íå ÿâëÿåòñÿ òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ïåðåïèøåì z â

âèäå z = 3
(
− cos

π

5
+ i sin

π

5

)
. Íàäî íàéòè òàêîé óãîë φ,

÷òî cosφ = − cos
π

5
, sinφ = sin

π

5
. Òàêèì óãëîì ÿâëÿåòñÿ

π − π

5
=

4π

5
, ò.å. φ =

4π

5
. Çíà÷èò,

z = 3

(
cos

4π

5
+ i sin

4π

5

)
.

Èçîáðàæåíèÿ ÷èñåë ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8. �



106 � 7. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

6

-A
A

A
A
AK

x

y

0

r

−1

√
3

z = −1 + i
√
3

xφ

à

6

-
x

y

0

?

φ

r
��

z = −5i

á

6

-
x

y

0
HHHHHHHY

HHHHHHHY
rz

�� φ

â

Ðèñ. 8

Çàäà÷à 5. Èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæå-
ñòâà òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

à) |z| = 2;
á) arg z =

π

3
;

â) 0 ≤ Im z < 1, 5;
ã) Re z > 1;

ä)

 |z| ≤ 1,

π

4
≤ arg z ≤ 3π

4
;

å) |z − i| = |z + 2|.

Ðåøåíèå. à) Ïî ôîðìóëå ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà áó-
äåì èìåòü ðàâåíñòâî

√
x2 + y2 = 2, ò. å. x2+y2 = 4. Òàêèì îá-

ðàçîì, ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z| = 2,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò.

á) Òî÷êè z, àðãóìåíò êîòîðûõ ðàâåí
π

3
, ëåæàò íà ëó÷å

âûõîäÿùåì èç òî÷êè (0, 0) ïîä óãëîì
π

3
ê äåéñòâèòåëüíîé

îñè.
â) Äàííîå â óñëîâèè íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

0 ≤ y < 1, 5.
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ã) Óñëîâèå Re z > 1 èëè x > 1 îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ñïðàâà îò ïðÿìîé x = 1.

ä) Ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè è íà ãðàíèöå

êðóãà |z| ≤ 1, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó ëó÷àìè φ =
π

4
è φ =

3π

4
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ çàäà÷è.

å) Åñëè z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà,
òî

|z1 − z2| =
√
(x1 − x2)2 − (y1 − y2)2,

ò. å. ìîäóëü ðàçíîñòè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ðàññòî-
ÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè, èçîáðàæàþùèìè ýòè ÷èñëà íà ïëîñêî-
ñòè. Ïîýòîìó ðàâåíñòâó èç óñëîâèÿ çàäà÷è |z− i| = |z− (−2)|
óäîâëåòâîðÿåò ìíîæåñòâî òî÷åê z, ðàâíîóäàëåííûõ îò òî÷åê
z1 = i è z2 = −2. Ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè
z1 = i è z2 = −2.

Ìíîæåñòâà òî÷åê à) � å) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 9. �
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Çàäà÷à 6. Âûïîëíèòå äåéñòâèÿ

(
√
3− 3i)

(
cos

5π

12
− i sin

5π

12

)
.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ïåðâûé ìíîæèòåëü â òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ôîðìå:

√
3− 3i = 2

√
3

(
cos

5π

3
+ i sin

5π

3

)
.

Âòîðîé ìíîæèòåëü òàêæå íå ïðåäñòàâëåí â òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ôîðìå, òàê êàê ïåðåä åãî ìíèìîé ÷àñòüþ ñòîèò çíàê
¾�¿ âìåñòî çíàêà ¾+¿. Ïîýòîìó ïðåäñòàâèì âòîðîé ìíîæè-
òåëü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ ÷åòíîñòü êîñè-
íóñà è íå÷åòíîñòü ñèíóñà: cos(−φ) = cosφ, sin(−φ) = − sinφ.
Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

cos
5π

12
− i sin

5π

12
= cos

(
−5π

12

)
+ i sin

(
−5π

12

)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

(
√
3− 3i)

(
cos

5π

12
− i sin

5π

12

)
=

= 2
√
3

(
cos

5π

3
+ i sin

5π

3

)
·
(
cos

(
−5π

12

)
+ i sin

(
−5π

12

))
=

= 2
√
3

(
cos

(
5π

3
− 5π

12

)
+ i sin

(
5π

3
− 5π

12

))
= 2

√
3×

×
(
cos

5π

4
+ i sin

5π

4

)
= 2

√
3

(
−
√
2

2
− i

√
2

2

)
= −

√
6(1 + i).

�

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòü (
√
6− i

√
2)6.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî
√
6 − i

√
2 â òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêîé ôîðìå

√
6− i

√
2 = 2

√
2

(
cos

11π

6
+ i sin

11π

6

)
.

Ïî ôîðìóëå Ìóàâðà íàõîäèì

(
√
6− i

√
2)6 =

[
2
√
2

(
cos

11π

6
+ i sin

11π

6

)]6
=

= (2
√
2)6
(
cos

(
6 · 11π

6

)
+ i sin

(
6 · 11π

6

))
=

= 29(cos (−π) + i sin (−π)) = −29 = −512.

�

Çàäà÷à 8. Âûðàçèòü cos 3x è sin 3x ÷åðåç cos x è sinx.
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Ðåøåíèå. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî

α = cos x+ i sin x

âîçâåäåì â 3-þ ñòåïåíü, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ìóàâðà (9) è
áèíîìèàëüíîé ôîðìóëîé Íüþòîíà. 3

Ïîëó÷èì ñ îäíîé ñòîðîíû,

α3 = (cos x+ i sin x)3 = cos 3x+ i sin 3x;

à ñ äðóãîé ñòîðîíû,

α3 = (cos x+ i sinx)3 =

= cos3 x+ 3i cos2 x sin x− 3 cos x sin2 x− i sin3 x =

= (cos3 x− 3 cos x sin2 x) + i(3 cos2 x sinx− sin3 x).

Òàê êàê êîìïëåêñíûå ÷èñëà ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, òî èìååì:

cos 3x = cos3 x− 3 cos x sin2 x,

sin 3x = 3 cos2 x sin x− sin3 x.

�

Çàäà÷à 9. Âû÷èñëèòü âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 4
√
−4 è èçîáðà-

çèòü èõ ãåîìåòðè÷åñêè.

3Ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà: (a+b)n = an+C1
na

n−1b+ . . .+Ck
na

n−kbk+ . . .+
bn. Çäåñü ïîä a è b ïîäðàçóìåâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, à áèíîìèàëüíûå

êîýôôèöèåíòû Ck
n âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå Ck

n =
n!

k!(n− k)!
, ãäå n! = 1 ·

2 · . . . · (n − 1) · n. Ïðè n = 2, 3 ïîëó÷àåì èçâåñòíûå ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî
óìíîæåíèÿ.
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Ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî, êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç íåíó-
ëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = r(cosφ + i sinφ) èìå-
åò n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå
n
√
r(cosφ+ i sinφ) = n

√
r

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
, ãäå

n
√
r � àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîðíÿ, à ÷èñëî k ïðîáåãàåò

çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . , n − 1. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî −4 â òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

−4 = 4(cos π + i sin π).

Òîãäà 4
√

4(cosπ + i sinπ) = 4
√
4

(
cos

π + 2πk

4
+ i sin

π + 2πk

4

)
.

Ïðèäàâàÿ ïàðàìåòðó k çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3, ïîëó÷èì 4 ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿ êîðíÿ 4-é ñòåïåíè èç −4:

α0 =
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
=

√
2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
= 1 + i,

α1=
√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
=
√
2

(
−
√
2

2
+ i

√
2

2

)
=−1 + i,

α2=
√
2

(
cos

5π

4
+ i sin

5π

4

)
=
√
2

(
−
√
2

2
− i

√
2

2

)
=−1− i,

α3 =
√
2

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)
=

√
2

(√
2

2
− i

√
2

2

)
= 1− i.

Íàéäåííûì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíû ïðàâèëüíîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà

√
2 ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ðèñ. 10). �
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Çàäà÷à 10. Ïîëüçóÿñü êîðíÿìè 3-é ñòåïåíè èç 1, âû÷èñ-
ëèòü 3

√
−8i.

Ðåøåíèå. Âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ n-é ñòåïåíè èç ÷èñëà z ìîæ-
íî ïîëó÷èòü, óìíîæàÿ îäíî èç íèõ íà âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ n-é
ñòåïåíè èç 1. Îäíî èç çíà÷åíèé 3

√
−8i ìîæíî íàéòè íåïîñðåä-

ñòâåííî. Îíî ðàâíî 2i, òàê êàê (2i)3 = −8i. Íàéäåì òåïåðü ïî
ôîðìóëå (11) âñå çíà÷åíèÿ 3

√
1:

εk =
3
√
1 = 3

√
cos 0 + i sin 0 = cos

2πk

3
+ i sin

2k

3
(k = 0, 1, 2);

ε0 = 1, ε1 = −1

2
+ i

√
3

2
, ε2 = −1

2
− i

√
3

2
. Ñëåäîâàòåëüíî,

èìååì òðè çíà÷åíèÿ äëÿ 3
√
−8i:

α0 = 2i · ε0 = 2i,
α1 = 2i · ε1 = −

√
3− i,

α2 = 2i · ε2 =
√
3− i. �

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

7.1. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â
àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå:

à) (2 + 3i)(3− 2i);
á) (2 + i)(3 + 7i)− (1 + 2i)(5 + 3i);
â) i2 + i3 + i4 + i5;
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ã) (2 + i)3 + (2− i)3;

ä) (1 + i)(2 + i) +
5

1 + 2i
;

å)
(3− 5i)(2 + 3i)

1 + 2i
;

æ)
1 + i

√
3

1− i
√
3
− (1− i)12;

ç)
(1 + 2i)2 − (1− i)3

(3 + 2i)3 − (2 + i)2
;

è)
(1 + i)n

(1− i)n−2
(n− öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî).

7.2. Âû÷èñëèòü 1− i5 + i10 − i15 + . . .+ i50.
7.3. Âû÷èñëèòü i77, i98, i−57, in, ãäå n � öåëîå ÷èñëî.
7.4. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî (1 + i)8n = 24n, n ∈ Z.
7.5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

à)

{
iz1 + (1 + i)z2 = 2 + 2i,

2iz1 + (3 + 2i)z2 = 5 + 3i;

á)

{
(1− i)z1 − 3iz2 = −i,
2z1 − (3 + 3i)z2 = 3− i.

7.6. Íàéäèòå x, y ∈ R, åñëè:
à) 3x− 4y − (x− y)i = 3− 2i;
á) 5x− 2y + (x+ y)i = 4 + 5i;
â) (2x+ yi) + (3y − 2xi) = 2 + i;
ã) (y2 + 1)i+ 3 = (y − 2i)y − 2y;
ä) (1 + 2i)x+ (3− 5i)y = 1− 3i;
å) 2 + 5ix− 3yi = 14i+ 3x− 5y.
7.7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x âåðíî, ÷òî

(x− 4i) + (2 + ix2) ∈ R?
7.8. Íàéäèòå x, åñëè (1− 2ix)3 + 11 � ÷èñëî ìíèìîå.

7.9. Ïóñòü z =
1 + ti

1− ti
, ãäå t ∈ R. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ t

à) |z| = 1;
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á) z =
3− 4i

5
?

7.10. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè:
à) 1− 6i è 2i;
á) 1 + 4i è 3− 2i.
7.11. Ðåøèòü êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ:
à) z2 = 3− 4i;
á) z2 + (5− 2i)z + 5(1− i) = 0;
â) z2 + (1− 2i)z − 2i = 0;
ã) z2 − (1 + i)z + 6 + 3i = 0;
ä) z2 − 5z + 4 + 10i = 0.
7.12. Ñêîëüêî è êàêèå çíà÷åíèÿ èìååò ïðîèçâåäåíèå√

−1 ·
√
−4?

7.13. Äîêàçàòü, ÷òî Re z =
z + z

2
.

7.14. Ïðè êàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x è y ÷èñëà

z1 = x2+4y− yi è z2 = 4+ y− 2

i
−x2i áóäóò ñîïðÿæåííûìè?

7.15. Íàéòè âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ
ñîïðÿæåíî ñ ñàìèì ñîáîé.

7.16. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé äâà ìíèìûõ ÷èñëà, ñóììà
è ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëà-
ìè?

7.17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè |z| = 1, òî z =
1

z
.

7.18. Íàéòè ÷èñëî ñ íàèìåíüøèì ìîäóëåì ñðåäè êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: |2−2iz| = |z−4|.

7.19. Íàéòè ÷èñëî ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì ñðåäè êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z+3−4i| = 3.

7.20.Ìîæåò ëè ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
áûòü îòðèöàòåëüíà?

7.21. Íàéòè òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ÷èñëà:
à) 5; á) i; â) 1+i; ã) −i; ä) −2; å) −3i; æ) 1+i

√
3;

ç) −
√
3 + i; è) −

√
3− i; ê)

√
3− i; ë) −1 + i

√
3;
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ì) −1− i
√
3; í) sinα + i cosα; î)

cosφ+ i sinφ

cosψ + i sinψ
.

7.22. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z:

à) z =
1 + i

1− i
+

1− i

1 + i
;

á) z =
(
√
2 + i

√
6)4(

sin
3π

10
+ i cos

7π

10

)2 .

7.23. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ:

à)
(
cos

π

5
+ i sin

π

5

)
·
(
cos

2π

15
+ i sin

2π

15

)
;

á) 10

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
:
(
5
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

))
;

â) (1 + i)

(
cos

3π

8
+ i sin

3π

8

)(
cos

π

8
+ i sin

π

8

)
;

ã)
i

cos
π

4
+ i sin

π

4

.

7.24. Êàê èçìåíèòñÿ ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà:

à) 2;
á) 2i;
â) −2i.
7.25. Ãäå ðàñïîëîæåíû òî÷êè 1+2z, äëÿ êîòîðûõ |z| = 1?
7.26. Èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà

òî÷åê z, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
à) |z| ≤ 3; á) |z| > 3; â) |z − 3i| < 1; ã) |z + 3− 2i| > 2;

ä) |Im z| < 2; å) |Re z| ≥
√
2; æ)

{
Re z < Im z,

|z| > 0, 2;

ç) arg z =
π

2
; è) arg z = 310◦; ê) −π

4
< arg z ≤ 0;

ë) |z − 3|+ |z − 2i| = 7; ì) |z − 4| − |z − 2i| = 10;
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í)

{
1 ≤ z · z ≤ 2,

−
√
3 ≤ Im z ≤ 0;

î)

{
|z + i| < 1,

|z + 1| ≥ 1.

7.27. Èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî

âñåõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ Re

(
3

z

)
≥ Im

(
1

z
− 1

)
.

7.28. Ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îïðåäåëå-
íî ñëåäóþùèì óñëîâèåì |z + 4 − 3i| ≤ 1. Êàêîâà îáëàñòü

èçìåíåíèÿ âûðàæåíèÿ
Re z

Im z
?

7.29. Çíàÿ òî÷êó z, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïîñòðîèòü
òî÷êó:

à) z′ = z − 3;
á) z′ = iz;
â) z′ = z + (2− i).
7.30. Âû÷èñëèòü âûðàæåíèÿ:
à) (1 + i)1000;
á) (1 + i

√
3)150;

â) (
√
3 + i)30;

ã) (2−
√
3 + i)12;

ä)

(
1 + i

√
3

1− i

)20

;

å)
(−1 + i

√
3)15

(1− i)20
+

(−1− i
√
3)15

(1 + i)20
.

7.31. Íàéòè (1 + sinφ+ i cosφ)16.
7.32. Íàéòè z12, åñëè z + 2z = 3 + i.
7.33. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ìóàâðà, âûðàçèòü cos 5x è

sin 5x ÷åðåç cos x è sinx.
7.34. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

à) cos x + cos 2x + . . . + cosnx =
sin nx

2
cos (n+1)x

2

sin x
2

(x ̸= 2kπ, k ∈ Z);
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á) sinx + sin 2x + . . . + sinnx =
sin nx

2
sin (n+1)x

2

sin x
2

(x ̸= 2kπ, k ∈ Z).
7.35. Âû÷èñëèòü:
à) 3

√
1; á) 3

√
i; â) 6

√
i; ã) 6

√
64; ä) 6

√
−27; å) 3

√
8i;

æ) 10

√
512(1− i

√
3); ç) 8

√
2
√
2(1− i); è) 4

√
− 18

1 + i
√
3
;

ê) 4

√
7− 2i

1 + i
√
2
+

4 + 14i√
2 + 2i

− (8− 2i);

ë) 3

√
1− 5i

1 + i
− 5

1 + 2i

2− i
+ 2.

7.36. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë:

à) z4 − z3 + 2z2 − z + 1 = 0;
á) z8 − 17z4 + 16 = 0;
â) |z| − 2z = 2i− 1.
7.37. Íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a,

ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

 2i(z + z)2 = z − z,

|z − a · i| = a3

102

èìååò òîëüêî òðè

ðåøåíèÿ.

7.38. ×èñëî x1 =

(
sin

5π

8
+ i cos

5π

8

)4

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

óðàâíåíèÿ

x3 + (a− 2)x2 + a2x− 2a2 − 1 = 0, a ∈ R.

Íàéäèòå îñòàëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ.
7.39. Íàéòè êîðíè èç åäèíèöû ñòåïåíåé 2, 3, 4, 6, 8, 12.
7.40. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå âñåõ êîðíåé ñòåïåíè n èç åäè-

íèöû.

7.41. Ïóñòü εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
(0 ≤ k < n). Äîêà-

çàòü, ÷òî:
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à) εk = ε1
k (0 ≤ k < n);

á) εkεl =

{
εk+l, åñëè k + l < n,

εk+l−n, åñëè k + l ≥ n,
(0 ≤ k < n, 0 ≤ l < n);

â) ìíîæåñòâî Un êîðíåé ñòåïåíè n èç åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà n îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

7.42. Êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç 1 íàçûâàåòñÿ ïåðâîîá-
ðàçíûì (ïðèìèòèâíûì), åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç
1 íèêàêîé ìåíüøåé ñòåïåíè. Òàêîâûìè áóäóò, íàïðèìåð,

ε1 = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
, εn−1. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
à) ε ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïå-

íè n;
á) ïîðÿäîê ε â ãðóïïå Un ðàâåí n;
â) ε ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû Un.
7.43. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ε ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîð-

íåì ñòåïåíè n èç åäèíèöû, òî ε òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàç-
íûì êîðíåì ñòåïåíè n èç åäèíèöû.



Ïðèëîæåíèå

Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ïîíÿòèé

Àññîöèàòèâíîñòü Îñíîâíûå çàêîíû ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ áûëè ââåäåíû êàê çàêîíû ïðè ïîïûòêàõ ðàçâèòü
íîâûå èñ÷èñëåíèÿ � ¾ñèìâîëè÷åñêóþ àëãåáðó¿ è òåî-
ðèþ êîìïëåêñíûõ è ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ê XIX
âåêó ïåðåìåñòèòåëüíûé è ñî÷åòàòåëüíûé çàêîíû ñëîæå-
íèÿ âêëþ÷àëèñü â ñèñòåìó àêñèîì. Íàçâàíèÿ çàêîíîâ
ïîÿâèëèñü ïîçäíåå, ÷åì áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñàìè çà-
êîíû. Òåðìèí àññîöèàòèâíûé ïðîèçâåäåí îò ëàòèíñêîãî
ñëîâà associare (àññîöèèðîâàòü, ñî÷åòàòü); îí áûë ââåäåí
Ó. Ãàìèëüòîíîì â 1943 ã.

Áè Ëàòèíñêàÿ ïðèñòàâêà, îçíà÷àþùàÿ óäâîåíèå, âõîäèò âî
ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå òåðìèíû.

Ãðóïïà Òåðìèí groupe âïåðâûå óïîòðåáèë Ý. Ãàëóà (1830 ã.).
Ðàáîòû Ãàëóà íåìíîãî÷èñëåíû, íàïèñàíî ñæàòî, ïî÷åìó
è îñòàâàëèñü íå ïîíÿòûìè ñîâðåìåííèêàìè. Ìíîãèå åãî
èäåè áûëè çàíîâî îòêðûòû ÷åðåç ìíîãî ëåò ïîñëå åãî
ðàííåé ñìåðòè. Ñàìàÿ ïåðâàÿ ïîïûòêà ñôîðìóëèðîâàòü
îïðåäåëåíèå àáñòðàêòíîé ãðóïïû ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå
À. Êýëè (1854 ã.). Ïîíÿòèå ãðóïïû áûëî ïîñòàâëåíî â
öåíòð ãåîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ðàáîòàìè Ô. Êëåé-
íà è Ñ. Ëè. Ïåðâîå èññëåäîâàíèå áåñêîíå÷íûõ ãðóïï âîñ-
õîäèò ê Æîðäàíó (1870 ã.). Íåñêîëüêî ëåò ñïóñòÿ èçó÷å-
íèå èõ áûëî ïðîäîëæåíî â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ Ëè,
êîòîðûé è ñîçäàë ýòó íîâóþ âåòâü ìàòåìàòèêè (ðàáîòû
1888 � 1893 ãã.). Àêñèîìàòèêà òåîðèè ãðóïï â îñíîâíîì
áûëà çàâåðøåíà ê 30-ì ãîäàì XX âåêà.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå îòêðûòèÿ Ãàëóà ïîëîæèëè íà÷àëî íî-
âîìó íàïðàâëåíèþ � òåîðèè àáñòðàêòíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð. Ìîæíî ñìåëî ñêàçàòü, ÷òî èäåè Ãàëóà
ñîâåðøåííî ïðåîáðàçèëè îáëèê âñåé ñîâðåìåííîé ìàòå-
ìàòèêè. Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâ ïèñàë: ¾ß äóìàþ, ÷òî ...ïî-
íÿòèÿ ÷èñëà, ìíîæåñòâà, ôóíêöèè è ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ
òåìè ÷åòûðüìÿ êðàåóãîëüíûìè êàìíÿìè, íà êîòîðûõ
çèæäåòñÿ âñå çäàíèå ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ê êîòî-
ðûì ñâîäèòñÿ âñÿêîå äðóãîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå¿.

Äèñòðèáóòèâíîñòü Ëàòèíñêîå ñëîâî distribution îçíà÷àåò
ðàçäåëåíèå. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâ ïðàâèë äåéñòâèé ñ
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè áûëè âûäåëåíû îñíîâíûå çàêî-
íû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Íàçâàíèÿ çàêîíîâ äèñòðè-
áóòèâíûé, êîììóòàòèâíûé ââåë ôðàíöóçêèé àðòèëëå-
ðèéñêèé îôèöåð è ïðåïîäàâàòåëü Ô. Ñåðâóà â 1815 ã.

Êîëüöî Ïîíÿòèå êîëüöà áûëî ââåäåíî Ð. Äåäåêèíäîì â
1879 ã. Òåðìèí Ring ïðåäëîæèë â ñâîåé ðàáîòå Ä. Ãèëü-
áåðò (1897 ã.).

Ìíîæåñòâî Ê ïîíÿòèþ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ è ìíîæåñòâ
ôóíêöèé ïîäâîäèëè ðàáîòû ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ XX âå-
êà. Ã. Êàíòîð çàíèìàëñÿ ðàññìîòðåíèåì ìíîæåñòâ ïîòî-
ìó, ÷òî ýòîãî òðåáîâàëè íåêîòîðûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà. Ïðèìåðíî â 1879 ã. Êàíòîð óâèäåë, ÷òî
ðîæäàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîå ó÷åíèå � î ìíîæåñòâàõ. Âñå,
÷òî áûëî èçâåñòíî ê òîìó âðåìåíè î ìíîæåñòâàõ, îí
îïóáëèêîâàë â ðÿäå ñòàòåé. Êàíòîð íà÷àë èçó÷àòü ìíî-
æåñòâà ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, ðàçâèë ìåòîäû, ñâîé-
ñòâåííûå ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ, è ïîñòàâèë åå
íà ñòðîãî íàó÷íóþ îñíîâó. Ïðè ýòîì ïî ìåðå ðàçâè-
òèÿ òåîðèè ïîíÿòèå ¾ìíîæåñòâà¿ ïðåòåðïåëî çíà÷èòåëü-
íûå èçìåíåíèÿ. Èíòóèòèâíîå ïîíèìàíèå ïðèâåëî ê ïà-
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ðàäîêñàì òåîðèè ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûìè ðàçíûìè àâ-
òîðàìè ê 1900 ã. Ìàòåìàòèêè ðàçíèëèñü âî âçãëÿäàõ íà
íîâóþ òåîðèþ. Â 1904-1908 ãã. íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ý.
Öåðìåëî ñôîðìóëèðîâàë ïåðâóþ ñèñòåìó àêñèîì òåî-
ðèè ìíîæåñòâ. Òåì ñàìûì áûë íàéäåí âûõîä èç êðè-
çèñà è íàïðàâëåíèå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè. Êàí-
òîð óïîòðåáëÿë âíà÷àëå òåðìèí Inbegri� (ñîâîêóïíîñòü),
à çàòåì � Mannigfaltigkeit (ìíîãîîáðàçèå), è íàêîíåö �
Menge � ìíîæåñòâî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîõðàíèëîñü åãî
îáîçíà÷åíèå ìíîæåñòâà M = {m}, êîòîðîå îí ââåë â
1895 ã.

Ïîäñòàíîâêà Ïîäñòàíîâêè ïðèâëåêëè âíèìàíèå ìàòåìàòè-
êîâ âî âòîðîé ïîëîâèíå XVIII â. Ìíîãèå òåîðåìû î íèõ
ñôîðìóëèðîâàë èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê è âðà÷ Ï. Ðóô-
ôèíè. Åãî ðåçóëüòàòû óïîðÿäî÷èë è äîïîëíèë Î. Êîøè.
Â ñòàòüÿõ 1812�1815 ãã. Êîøè ââåë òåðìèí Substitutions
è ïðåäñòàâèë ïîäñòàíîâêó ñîâðåìåííûì îáðàçîì. Îí
ââåë îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê, çàìåòèë,
÷òî îíî àññîöèàòèâíî, íî íå êîììóòàòèâíî.

Ïîëå Êîíöåïöèè ïîëÿ ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ Ë. Êðîíåêåðà
è Ð. Äåäåêèíäà. Êðîíåêåð ââåë ïîíÿòèå îáëàñòè ðàöè-
îíàëüíîñòè, íà÷àëî ðàáîòû íàä ýòèìè âîïðîñàìè îòíî-
ñèòñÿ ê 1853 ã. Äåäåêèíä ââåë ïîíÿòèå ïîëÿ K�orper â
ëåêöèÿõ 1857�1858 ãã. Ðàáîòû Êðîíåêåðà è Äåäåêèíäà
ïî÷òè íå ïîëó÷èëè íåìåäëåííîãî ðàçâèòèÿ è ïðîäîëæå-
íèÿ, òîëüêî ÷åðåç 30 ëåò ñòàëà î÷åâèäíîé âàæíîñòü èõ
îñíîâîïîëàãàþùèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñðàâíåíèå Òåðìèí ñðàâíèìû (congruence) â òîì ñìûñëå, â
êîòîðîì îí ïîòîì ïîÿâèòñÿ ó Ãàóññà, âïåðâûå óïîòðå-
áèë Ãîëüäáàõ (1742 ã.). Ïîíÿòèå â íåÿâíîì âèäå âñòðå÷à-
ëàñü ó ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ, îäíàêî òîëüêî Ãàóññ òî÷íî
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îïðåäåëèë åãî è ñèñòåìàòè÷åñêè ðàçâèë òåîðèþ. Ðàâíî-
îñòàòî÷íûå ÷ëåíû èëè ÷èñëà, ñðàâíèìûå ïî ìîäóëþ�
òåðìèíû, ââåäåíûå Ãàóññîì. Îí æå ââåë çíàê ñðàâíåíèÿ
≡. Ãàóññ ðàññìàòðèâàë òàêæå ñðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ è ñèñòåìû ñðàâíåíèé. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ñèñòåì
ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé áûëî çàâåðøåíî â êîíöå XIX â.

Òðàíçèòèâíîñòü Ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé òåðìèí îáðàçîâàí
îò ëàòèíñêîãî ñëîâà transeo (ïåðåõîæó).

Ôîðìóëà Ìóàâðà Âïåðâûå â íåñêîëüêî èçìåíåííîì âè-
äå ôîðìóëó ïîëó÷èë àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Ìóàâð â
1707 ã. Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîãèå âîïðîñû Íüþòîí îòâå÷àë:
¾Ñïðîñèòå ó Ìóàâðà, îí ýòî çíàåò ëó÷øå ìåíÿ¿. Íåçàâè-
ñèìî îò Ìóàâðà ôîðìóëó îòêðûë èòàëüÿíñêèé ó÷åíûé �
ãðàô Äæóëèî Ôàíüÿíî äå Ôàíüÿíè (1738 ã.). Â ñîâðå-
ìåííîì âèäå ôîðìóëó ïðåäñòàâèë Ýéëåð âî ¾Ââåäåíèè
â àíàëèç¿.

×èñëà êîìïëåêñíûå Òåðìèí êîìïëåêñíîå ÷èñëî âïåðâûå
ââåë â óïîòðåáëåíèå Êàðíî (1803 ã.). Áóêâàëüíîå çíà-
÷åíèå âûðàæåíèÿ � ¾ñëîæíîå, ñîñòàâíîå ÷èñëî¿. Ïîçä-
íåå òåðìèí áûë ïîâòîðåí Ãàóññîì (¾Òåîðèÿ áèêâàäðàò-
íûõ âû÷åòîâ¿, 1828 ã.); Ãàóññ óïîòðåáëÿë åãî ñèñòåìàòè-
÷åñêè, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ìíèìîå ÷èñëî. Èìåííî òàêîé
òåðìèí ¾ñîñòàâíîå ÷èñëî¿ óïîòðåáëÿëñÿ â ðóññêîé ëè-
òåðàòóðå äî êîíöà XIX â.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âïåðâûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñòàëè óïî-
òðåáëÿòü èòàëüÿíñêèå ìàòåìàòèêè Êàðäàíî (1545 ã.) è
Áîìáåëëè (1572 ã.); Êàðäàíî íàçûâàë èõ ¾÷èñòî îòðè-
öàòåëüíûìè¿. Îäíàêî, â íåÿâíîì âèäå ýòè ÷èñëà ìîæ-
íî íàéòè è â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åùå äîëãî ïîñëå ðàáîò Êàðäàíî è Áîìáåëëè äàæå âû-
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äàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè íå èìåëè îò÷åòëèâîãî ïîíÿòèÿ î
êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ. Ëåéáíèö ïèñàë (1702 ã.): ¾Ìíèìûå
÷èñëà � ýòî ïðåêðàñíîå è ÷óäåñíîå óáåæèùå áîæåñòâåí-
íîãî äóõà, ïî÷òè ñî÷åòàíèå áûòèÿ ñ íåáûòèåì¿. Áîì-
áåëëè â ñâîåé ¾Àëãåáðå¿ (íàïèñàíà îê.1560 ã., èçäàíà â
1572 ã.) äàë ïåðâîå ôîðìàëüíîå îáîñíîâàíèå äåéñòâèé
íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Ó Äåêàðòà (1637 ã.) âïåðâûå ïðîòèâîïîñòàâëåíû äåé-
ñòâèòåëüíûå è ìíèìûå êîðíè óðàâíåíèÿ (real �
imaginaire). Ïåðâîé áóêâîé ýòîãî òåðìèíà Äåêàðòà �
¾radices imaginaire¿ � è îáîçíà÷åíà ¾ìíèìàÿ åäèíèöà¿.
Ýéëåð ïîâòîðíî èñïîëüçîâàë ýòî îáîçíà÷åíèå â 1777 ã.,
îáîçíà÷åíèå ñòàëî îáùåïðèíÿòûì áëàãîäàðÿ Ãàóññó.

Â ÿñíîé è ñèñòåìàòè÷åñêîé ôîðìå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîá-
ðàæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (â âèäå íàïðàâëåííûõ îò-
ðåçêîâ) è äåéñòâèé íàä íèìè íàõîäÿò â ðàáîòàõ äàò-
ñêîãî ãåîäåçèñòà, êàðòîãðàôà è çåìëåìåðà Êàñïàðà Âåñ-
ñåëÿ (1799 ã.) è ôðàíöóçêîãî ìàòåìàòèêà Æàíà Àð-
ãàíà (1806 ã.). Âñåîáùóþ èçâåñòíîñòü ãåîìåòðè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïîëó÷èëî, íà÷èíàÿ ñ
1831 ã., êîãäà ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ Ãàóññà, ñîäåðæàùàÿ è
ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

È. Áåðíóëëè, Ëåéáíèö, Êîóòñ, Ìóàâð îáðàùàëèñü ñ
ìíèìûìè ÷èñëàìè êàê ñ äåéñòâèòåëüíûìè. Â ïîïûò-
êàõ îáîñíîâàòü äåéñòâèÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ÷åò-
êî ñôîðìóëèðîâàòü òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ¾÷èñ-
ëàì¿, Ãàìèëüòîí ïðèøåë ê çàêîíàì àëãåáðàè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé: àññîöèàòèâíîìó, êîììóòàòèâíîìó, äèñòðèáóòèâ-
íîìó.

Òåðìèí ìîäóëü äëÿ âåëè÷èíû
√
a2 + b2 ââåë Àðãàí â

1814 ã., çàòåì åãî óïîòðåáëÿë Êîøè. Âåéåðøòðàññ ââåë
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íàçâàíèå àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà è îáîçíà÷åíèå |z| â
1841 ã. Óïîòðåáëÿëèñü òàêæå îáîçíà÷åíèÿ mod.z, abs.z
è äð. Íàçâàíèå àðãóìåíò äëÿ óãëà φ êîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà óïîòðåáèë âïåðâûå Êîøè (1847 ã.), óãîë φ íàçûâàëè
òàêæå ¾àìïëèòóäîé¿, ¾àíîìàëèåé¿, ¾àçèìóòîì¿, ¾àðêó-
ñîì¿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Íàçâàíèÿ ñîïðÿæåííûå
÷èñëà äëÿ a+ bi, a− bi ââåë Êîøè (1821 ã.).

Â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå ÷èñëà áûëè ïðåäñòàâëåíû
Ýéëåðîì è Ä'Àëàìáåðîì (Èçâåñòíî, ÷òî Âèåò ñóìåë ðå-
øèòü óðàâíåíèå 45-îé ñòåïåíè, ïðåäñòàâèâ íåèçâåñòíóþ
â ôîðìå, ýêâèâàëåíòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé, â 1593 �
1600 ãã.). Êîøè çàïèñûâàë êîìïëåêñíîå ÷èñëî â âèäå
reρ

√
−1 â 1827 ã.
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�1. 1.1. ã) {(1, 1), (−1, 1), (1,−1), (−1,−1)}; ä) íàïðèìåð,
0, 1, 2, 4, 5 � âñåãî 16 ÷èñåë. 1.2. â) {x ∈ Z |
246 äåëèòñÿ íà x è |x| > 2}; ä) {1 + 5k |
k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ 5}. 1.3. Ðàâíûå ìíîæåñòâà òîëüêî â à).
1.4. Âåðíûå âêëþ÷åíèÿ: á), â), ã). 1.6. à) 1 ∈ N; á)
{1, 2} ⊆ N; â) {1, 2} ⊆ {1, 2, {1}, {2}}; ã) {1, 2} ∈
{1, 2, {1, 2}}; ä) ∅ ⊆ R; å) ∅ ∈ {∅}. 1.8. à) A ∪ B =
{1, 2, 3, 4, 5}; A∩B = {2, 3}; A\B = {1}; B\A = {4, 5};
A = {0, 4, 5, . . . , 9}; B = {0, 1, 6, 7, 8, 9}. 1.12. Âåðíî
à). 1.14. ã) 1. Ïóñòü x ∈ A ∪ (B \ C). Òîãäà x ∈ A èëè
x ∈ B \ C. Åñëè x ∈ A, òî x ∈ A ∪ B è x ∈ A ∪ C,
ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Åñëè x ∈ B \ C,
òî x ∈ B è x /∈ C. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x ∈ A ∪ B è
x ∈ A∪C. Èòàê, A∪(B \C) ⊆ (A∪B)∩(A∪C). 2. Ïóñòü
x ∈ (A∪B)∩(A∪C). Òîãäà x ∈ A∪B è x ∈ A∪C. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî x ∈ A èëè x ∈ B è x ∈ C, ò.å. x ∈ A èëè
x ∈ B\C. Òàêèì îáðàçîì, x ∈ A∪(B\C). Èòàê, äîêàçàíî
âêëþ÷åíèå (A∪B)∩(A∪C) ⊆ A∪(B\C). Îáúåäèíÿÿ 1 è
2 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî A∪(B\C) = (A∪B)∩(A∪C). 1.15.
à) X = A; á) X = A. 1.16. á) V Ïóñòü (A \ B) ∪ B = A
è x ∈ B. Òîãäà x ∈ (A \ B) ∪ B, è çíà÷èò, x ∈ A. W
Ïóñòü B ⊆ A. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî A\B = A∩B,
ïîëó÷àåì: (A\B)∪B = (A∩B)∪B = (A∪B)∩(B∪B) =
(A∪B)∩U = A∪B = A. 1.17. â) 1. Ïóñòü x ∈ A∩(B−̇C).
Òîãäà x ∈ A è x ∈ B−̇C = (B \ C) ∪ (C \ B). Åñëè
x ∈ B, òî x /∈ C, çíà÷èò, x ∈ A ∩ B, íî x /∈ A ∩ C,
ò.å. x ∈ (A ∩ B)−̇(A ∩ C). Åñëè x ∈ C, òî x /∈ B,
çíà÷èò, x ∈ A ∩ C, íî x /∈ A ∩ B. Òàêèì îáðàçîì,
è â ýòîì ñëó÷àå x ∈ (A ∩ B)−̇(A ∩ C). Èòàê, äîêàçà-
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íî, ÷òî A ∩ (B−̇C) ⊆ (A ∩ B)−̇(A ∩ C). 2. Ïóñòü x ∈
(A∩B)−̇(A∩C) = ((A∩B)\(A∩C))∪((A∩C)\(A∩B)).
Åñëè x ∈ A ∩ B è x /∈ A ∩ C, òî x ∈ A, x ∈ B, x /∈ C.
Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ A è x ∈ B \ C, à çíà÷èò, x ∈ A è
x ∈ (B\C)∪(C\B), ò.å. x ∈ A∩(B−̇C). Åñëè x ∈ A∩C è
x /∈ A∩B, òî x ∈ A, x ∈ C, x /∈ B. Çíà÷èò, x ∈ A∩(B−̇C).
Èòàê, (A ∩ B)−̇(A ∩ C) ⊆ A ∩ (B−̇C). Îáúåäèíÿÿ 1 è 2
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. 1.18. à) A; á) ∅; â) A;
ã) C.

�2. 2.1. ã) A×B = B×A = ∅. 2.2. Ïóñòü x = ⟨y, z⟩ ∈ A×B.
Òàê êàê A ⊆ C, òî x = ⟨y, z⟩ ∈ C ×B, à òàê êàê B ⊆ C,
òî x = ⟨y, z⟩ ∈ A×C. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ (A×C)∩(C×
B), è ïîýòîìó A×B ⊆ (A×C)∩ (C ×B). Ïóñòü òåïåðü
x = ⟨y, z⟩ ∈ (A×C)∩ (C ×B). Òîãäà x = ⟨y, z⟩ ∈ A×C
è x = ⟨y, z⟩ ∈ C × B. Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ A, z ∈ C
è y ∈ C, z ∈ B. Îòêóäà ïîëó÷àåì: y ∈ A ∩ C = A,
z ∈ C ∩ B = B, è çíà÷èò, x = ⟨y, z⟩ ∈ A × B. Äî-
êàçàëè âêëþ÷åíèå (A × C) ∩ (C × B) ⊆ A × B. Èòàê,
A×B = (A×C)∩(C×B). 2.4. á) Ïóñòü x ∈ (A∪B)×C.
Òîãäà x = ⟨y, z⟩, ãäå y ∈ A∪B, z ∈ C. Îòñþäà y ∈ A èëè
y ∈ B. Çíà÷èò, x = ⟨y, z⟩ ∈ A×C èëè x = ⟨y, z⟩ ∈ B×C,
ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ (A × C) ∪ (B × C). Òàêèì îáðàçîì,
ìû äîêàçàëè âêëþ÷åíèå (A∪B)×C ⊆ (A×C)∪(B×C).
Ïóñòü òåïåðü x ∈ (A×C)∪(B×C). Òîãäà x ∈ A×C èëè
x ∈ B×C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x = ⟨y, z⟩ è â ïåðâîì ñëó÷àå
y ∈ A, z ∈ C, à âî âòîðîì ñëó÷àå y ∈ B, z ∈ C. Çíà÷èò,
y ∈ A∪B, à x = ⟨y, z⟩ ∈ (A∪B)×C. Èòàê, ìû äîêàçàëè
âêëþ÷åíèå (A×C)∪(B×C) ⊆ (A∪B)×C, à âìåñòå ñ íèì
è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. 2.5. Ïóñòü a ∈ A, b ∈ B. Òîãäà
⟨a, b⟩ ∈ A×B, à çíà÷èò, ⟨a, b⟩ ∈ (A×B)∪(B∪A) = C×D,
ò.å. a ∈ C, b ∈ D. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ⟨b, a⟩ ∈ B × A,
à çíà÷èò, ⟨b, a⟩ ∈ (A × B) ∪ (B × A) = C × D, ò.å.
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b ∈ C, a ∈ D. Òîãäà, òàê êàê a ∈ C è a ∈ D, òî
⟨a, a⟩ ∈ C × D = (A × B) ∪ (B × A). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ⟨a, a⟩ ∈ A × B èëè ⟨a, a⟩ ∈ B × A, â ëþáîì ñëó-
÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî a ∈ B. Àíàëîãè÷íî, ⟨b, b⟩ ∈ C × D,
à çíà÷èò, b ∈ A. Èòàê, äîêàçàíî ðàâåíñòâî A = B. Òî-
ãäà A × B = C × D, è ïî çàäà÷å 1 A = C, B = D.
2.6. â) Íå ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, íå àíòèñèììåò-
ðè÷íî, òðàíçèòèâíî; ä) ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, íå
àíòèñèììåòðè÷íî, íå òðàíçèòèâíî; ç) íå ðåôëåêñèâíî,
ñèììåòðè÷íî, íå àíòèñèììåòðè÷íî, íå òðàíçèòèâíî; è)
íå ðåôëåêñèâíî, íå ñèììåòðè÷íî, àíòèñèììåòðè÷íî, íå
òðàíçèòèâíî; ë) ðåôëåêñèâíî; ñèììåòðè÷íî, íå àíòè-
ñèììåòðè÷íî, òðàíçèòèâíî; î) ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷-
íî, íå àíòèñèììåòðè÷íî, òðàíçèòèâíî; ñ) íå ðåôëåê-
ñèâíî, íå ñèììåòðè÷íî, àíòèñèììåòðè÷íî, òðàíçèòèâ-
íî. 2.7. à) Íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå R aRb ⇔ a ≤ b;
á) íà ìíîæåñòâå R aRb ⇔ |a − b| ≤ 1; â) íà ìíîæåñòâå
N aRb ⇔ a < b; ã) íà ìíîæåñòâå R aRb ⇔ a, b > 0.
2.10. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóþò: à) âñå óïîðÿäî-
÷åííûå ïàðû, ó êîòîðûõ îäíà è òà æå ðàçíîñòü ìåæ-
äó ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíòàìè; á) âñå ÷èñëà ðàâíûå
ìåæäó ñîáîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå; â) âñå ÷èñëà ñ
îäèíàêîâûìè äðîáíûìè ÷àñòÿìè. 2.11. Êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ìîæåò ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà, â ñëó÷àå,
êîãäà a = b èëè èç äâóõ, êîãäà a = −(b + 1). 2.13.
R = {⟨1, 2⟩, ⟨2, 3⟩, ⟨2, 1⟩, ⟨3, 2⟩, ⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨3, 3⟩}.
2.14. Ôàêòîðìíîæåñòâà: {[1] = [2] = [3] = {1, 2, 3}},
{[1] = [2] = {1, 2}, [3]}, {[1] = [3] = {1, 3}, [2]}, {[2] =
[3] = {2, 3}, [1]}, {[1] = {1}, [2] = {2}, [3] = {3}}. 2.16. R1

íå ÿâëÿåòñÿ, R2 ÿâëÿåòñÿ.

�3. 3.1. à), â) ßâëÿåòñÿ; á) íå ÿâëÿåòñÿ. 3.2. à) Íå ÿâëÿ-
åòñÿ; á) ÿâëÿåòñÿ. 3.4. à), á) ßâëÿåòñÿ. 3.5. à), â) Îá-
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ðàçóþò è N, è Q; á) îáðàçóåò òîëüêî Q. 3.6. à) ßâ-
ëÿåòñÿ; á) íå ÿâëÿåòñÿ. 3.8. Îáðàçóåò. 3.9. Äåëåíèå íå
êîììóòàòèâíî è íå àññîöèàòèâíî. 3.10. á), â) Îïåðà-
öèè è êîììóòàòèâíû, è àññîöèàòèâíû. 3.16. Íå ñîäåð-
æèò. 3.18. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåéòðàëüíîãî ýëå-
ìåíòà ìíîæåñòâà N îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦ ðàâíîñèëü-
íî ñóùåñòâîâàíèþ ìàêñèìàëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà. 3.19. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò � ÷èñëî 1 = 1 + 0

√
2.

(1 +
√
2)−1 = −1 +

√
2. Îáðàòíîãî ýëåìåíòà äëÿ ÷èñëà

3 −
√
2 íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê (3 −

√
2)−1 =

1

3−
√
2
=

3 +
√
2

(3−
√
2)(3 +

√
2)

=
3 +

√
2

7
=

3

7
+

1

7

√
2 è ïîëó÷åííîå

÷èñëî íå ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîìó ìíîæåñòâó.

3.20.

(
−2 0
0 −2

)−1

=

(
−1/2 0
0 −1/2

)
,

(√
2 1

0
√
2

)−1

=(
1/
√
2 −1/2

0 1/
√
2

)
,

(
−1/3 0
1 1/3

)−1

=

(
−3 0
9 3

)
. 3.21. Íåé-

òðàëüíûé ýëåìåíò 1; åäèíñòâåííûé ñèììåòðèçóåìûé
ýëåìåíò 1. 3.22. Îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ
íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, à
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ � ñàìî ìíîæåñòâî
P (M); òîëüêî ïóñòîå ìíîæåñòâî èìååò ñèììåòðè÷íûé
ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ, à îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåñå÷åíèÿ � òîëüêî ìíîæåñòâî P (M). 3.24. Ñëîæåíèå
êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî; óìíîæåíèå àññîöèàòèâ-
íî, íî íå êîììóòàòèâíî; ñëîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíî-
ñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

�4. 4.1. à), ã), å), ç), è), ê), ì), î), ï), ð) Îáðàçóåò; á),
â), ä), æ), ë), í) íå îáðàçóåò. 4.2. Íàéäåì ïðîèçâåäå-
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íèå ìàòðèö èç äàííîãî ìíîæåñòâà:

(
a b
b b

)(
c d
d d

)
=(

ac+ bd ad+ bd
bc+ bd 2bd

)
. Îòñþäà ñëóäóåò, ÷òî ïîëó÷åííîå

ïðîèçâåäåíèå íå âñåãäà ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìî-
ìó ìíîæåñòâó. Çíà÷èò, ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. 4.3. à) Íå îáðàçóåò; á) íå
îáðàçóþò. 4.5. Îáðàçóåò ïðè λ < 0. 4.7. à) Íå îáðàçó-
åò; á) íå îáðàçóþò. 4.8. Ðàññìàòðèâàåìîå íà Z äåéñòâèå
ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ èëè âû÷èòàíèþ öåëûõ ÷èñåë, à
ïîñêîëüêó êàê ñëîæåíèå, òàê è âû÷èòàíèå ýëåìåíòîâ èç
Z äàåò â ðåçóëüòàòå ýëåìåíò èç Z, òî íà ìíîæåñòâå Z
ðàññìàòðèâàåìîå äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöè-
åé. Äëÿ ïðîâåðêè àññîöèàòèâíîñòè çàäàííîé îïåðàöèè,
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè: åñëè
a, b � ÷åòíûå ÷èñëà, c � ëþáîå ÷èñëî èç Z; a � ÷åòíîå
÷èñëî, b � íå÷åòíîå, à c � ëþáîå ÷èñëî èç Z; a � íå÷åò-
íîå ÷èñëî, b � ÷åòíîå, à c � ëþáîå ÷èñëî èç Z; a, b �
íå÷åòíûå ÷èñëà, c � ëþáîå ÷èñëî èç Z. Íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì â Z áóäåò ÿâëÿòüñÿ 0. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
a ∈ Z â Z ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò: äëÿ ÷åòíîãî
a îáðàòíûì áóäåò ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëî −a, òàê êàê
a◦ (−a) = a+(−a) = 0; äëÿ íå÷åòíîãî a îáðàòíûì áóäåò
ñàìî ÷èñëî a, òàê êàê a ◦ a = a − a = 0. 4.11. Ðàññìîò-
ðåòü ïðîèçâåäåíèå (ab)2 = ab · ab = e. 4.12. Îïåðàöèÿ ◦
íå àññîöèàòèâíà. 4.13. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè ◦ ÿâëÿåòñÿ 0. Îáðàòèìû âñå ýëåìåíòû,
îòëè÷íûå îò −1. 4.14. Ëþáîé ýëåìåíò a ìíîæåñòâà M
ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì, à ëåâûé åäè-
íè÷íûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà M
ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà; ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
M îáðàòèì ñëåâà îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî åäèíè÷íîãî ýëå-
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ìåíòà, à ñïðàâà îáðàòèì òîëüêî ñàì ïðàâûé åäèíè÷íûé
ýëåìåíò ïðè óñëîâèè, ÷òî M ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåí-
òà. 4.15. ßâëÿåòñÿ; åäèíè÷íûé ýëåìåíò íå ñóùåñòâóåò,
åñëè M2 ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé ïàðû ýëåìåíòîâ.
4.16. Ïîëóãðóïïà ñîäåðæèò òðè ýëåìåíòà; ãðóïïîé íå
ÿâëÿåòñÿ. 4.20. á) Åñëè A ∪ B � ïîäãðóïïà, x ∈ A \ B,
y ∈ B \ A, ðàññìîòðåòü xy. 4.21. Åäèíè÷íûì ýëåìåí-
òîì ÿâëÿåòñÿ b; îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà è àññîöèàòèâ-
íà; (M ; ·) � ïîëóãðóïïà, íî íå ãðóïïà. 4.23. Èç òàáëèöû
Êýëè ñëåäóåò: à) xmxk = a; á) xtxk = 1; â) xtxp = b.
Â ãðóïïå äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ñóùåñòâóåò îáðàòíûé.
Äîìíîæèì ðàâåíñòâî à) ñïðàâà íà x−1

k : xm = ax−1
k . Ðà-

âåíñòâî ñ) äîìíîæèì ñëåâà íà x−1
t : xp = x−1

t b. Òàêèì
îáðàçîì, xmxp = ax−1

k x−1
t b. Èç ðàâåíñòâà á) íàõîäèì:

xt = x−1
k . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì xmxp = axtx

−1
t b =

ab. 4.24. Ýëåìåíò
(
1 2 3
1 2 3

)
èìååò ïîðÿäîê 1, ýëåìåíòû(

1 2 3
2 3 1

)
è
(
1 2 3
3 1 2

)
� ïîðÿäîê 3, îñòàëüíûå ýëåìåíòû èìå-

þò ïîðÿäîê 2. Ãðóïïà S3 èìååò 6 ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï,
âêëþ÷àÿ {e} è S3. Âñå ïîäãðóïïû, êðîìå S3, ÿâëÿþò-
ñÿ öèêëè÷åñêèìè. 4.25. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ðàâåí 5.

⟨a⟩ =
{
a0 = e, a1 =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 1 6

)
, a2 =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 5 1 2 6

)
,

a3 =
(
1 2 3 4 5 6
4 5 1 2 3 6

)
, a4 =

(
1 2 3 4 5 6
5 1 2 3 4 6

)}
� èñêîìàÿ

ïîäãðóïïà. 4.26. ⟨a⟩ =
{
a0 = e, a1 =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
,

a2 =
(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
, a3 =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)}
, ⟨b⟩ =

{
b0 = e, b1 =(

1 2 3 4
2 4 1 3

)
, b2 =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
= a2, b3 =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
= a

}
,

ïåðåñå÷åíèå ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = {e, a, a2} ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ïîäãðóïïîé. 4.27. Äàííàÿ ãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ ñ îáðà-
çóþùèì ýëåìåíòîì b. Îíà èìååò òðè ïîäãðóïïû, âêëþ-
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÷àÿ ñàìó ãðóïïó è {e}. 4.28. Òàê êàê ïîðÿäîê ýëåìåíòà
a ðàâåí 9, òî èñêîìûå ïîäãðóïïû áóäóò: 1) ñàìà ãðóï-
ïà ⟨a⟩ = {e, a, a2, ..., a8}; 2) {e, a3, a6}; 3) {e}. 4.29.
à) Ãðóïïà ñîäåðæèò ëèøü åäèíè÷íûé ýëåìåíò; á) öèê-
ëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p; â) öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà ïîðÿäêà p2, ãäå p � ïðîñòîå. 4.30. Åñëè n
...m,

òî n = mq, è an = amq = (am)q = eq = e. Îáðàòíî,
ïóñòü an = e. Ðàçäåëèâ n íà m ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì:
n = mq + r, 0 ≤ r < m. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ an = e
ñëåäóåò, ÷òî ar = e, è r = 0 ïî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà
ýëåìåíòà. Çíà÷èò, n äåëèòñÿ íà m. 4.33. m = 1, 2, 3, 4.
4.34. â) Êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèé ðîìáà
ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ g0, g1, g2, g3, ãäå g0, g1 � ïîâîðîòû
ðîìáà âîêðóã åãî öåíòðà íà óãëû 0◦, 180◦; g2, g3 � îò-
ðàæåíèÿ ðîìáà îòíîñèòåëüíî åãî äèàãîíàëåé. Ïðè ýòîì
g1g2 = g3, g1g3 = g2, g2g3 = g1; ã) òàáëèöà óìíîæåíèÿ
èìååò âèä:

g0 g1 g2 g3
g0 g0 g1 g2 g3
g1 g1 g0 g3 g2
g2 g2 g3 g0 g1
g3 g3 g2 g2 g0

ãäå g0 è g1 � ïîâîðîòû ïðÿìîóãîëüíèêà âîêðóã åãî
öåíòðà íà óãëû 0◦ è 180◦, g2 è g3 � îòðàæå-
íèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà îòíîñèòåëüíî îñåé ñèììåòðèè;
ä) {a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7}, ãäå a0, a1, a2, a3 � ïî-
âîðîòû âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà íà óãëû 0, π

2
, π, 3π

2
;

a4, a5, a6, a7 � îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñåé ñèììåò-
ðèè êâàäðàòà (äâóõ äèàãîíàëåé è äâóõ ïðÿìûõ, ñîåäè-
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íÿþùèõ ñåðèäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí). Òàáëèöà
óìíîæåíèÿ èìååò âèä:

a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7
a0 a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7
a1 a1 a2 a3 a0 a7 a6 a4 a5
a2 a2 a3 a0 a1 a5 a4 a7 a6
a3 a3 a0 a1 a2 a6 a7 a5 a4
a4 a4 a6 a5 a7 a0 a2 a1 a3
a5 a5 a7 a4 a6 a2 a0 a3 a1
a6 a6 a5 a7 a4 a3 a1 a0 a2
a7 a7 a4 a6 a5 a1 a3 a4 a0

4.35. Ãðóïïà ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ: ïîâî-
ðîòîâ âîêðóã öåíòðà ìíîãîóãîëüíèêà íà óãëû

0, α, 2α, 3α, . . . , (n− 1)α, ãäå α =
2π

n
ðàäèàí. 4.36. â)

Ïîðÿäîê åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà g0 ðàâåí 1, îñòàëüíûå
ýëåìåíòû èìåþò ïîðÿäîê 2; ä) ïîðÿäîê åäèíè÷íîãî
ýëåìåíòà a0 ðàâåí 1, ýëåìåíòû a1 è a3 (ïîâîðîòû íà
π

2
,
3π

2
ñîîòâåòñòâåííî) èìåþò ïîðÿäîê 4, îñòàëüíûå

ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû èìåþò ïîðÿäîê 2. 4.37. à)
Ãðóïïà Z5 èìååò ïîäãðóïïû: {0}, Z5; ãðóïïà Z8 èìååò
ïîäãðóïïû: {0}, {0, 4}, {0, 2, 4, 6}, Z8; ãðóïïà Z10

èìååò ïîäãðóïïû: {0}, {0, 5}, {0, 2, 4, 6, 8}, Z10; á)
ãðóïïà èìååò ïîäãðóïïû: {a0, a1, a2, a3} (ãðóïïà ïîâî-
ðîòîâ), {a0, a2} (ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé a2), {a0, a4}, {a0, a5}, {a0, a6}, {a0, a7}
(ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííûå îòðàæåíèÿìè), à òàêæå äâå
òðèâèàëüíûå ïîäãðóïïû: {a0} è ñàìó ãðóïïó. 4.38. Âñå
ïîäãðóïïû èìåþò âèä: {0, d, 2d, 3d, . . . , (k − 1)d}, ãäå
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d � ëþáîé äåëèòåëü ÷èñëà n, ïðè÷åì n = kd. 4.42.
Ìíîæåñòâî H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, òàê êàê
H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà (a, 0) ∈ H ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò
(a, 0)−1 = (a−1, 0) ∈ H. Îòîáðàæåíèå φ : H → R∗,
îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì φ((a, 0)) = a, ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì. 4.43. Ãðóïïû èçîìîðôíû, ñì. óïð. 4.34 â) è
ã). 4.44. à) Îäíà ãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà 2-ãî
ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè e, a è òàáëèöåé:

e a
e e a
a a e

á) Îäíà ãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà 3-ãî ïîðÿäêà ñ
ýëåìåíòàìè e, a, b è òàáëèöåé:

e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Ïðèìåðîì òàêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû S3, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ:{
e =

(
1 2 3
1 2 3

)
,
(
1 2 3
2 3 1

)
,
(
1 2 3
3 1 2

)}
. â) Äâå ãðóïïû: 1)

öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè
e, a, b, c è òàáëèöåé:

e a b c
e e a b c
a a b c e
b b c e a
c c e a b
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Ïðèìåðîì òàêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû S4, ñîñòîÿùàÿ èç ïîäñòàíîâîê:{
e =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,
(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
,
(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
,
(
1 2 3 4
3 4 1 2

)}
;

2) ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà ñ ýëåìåíòàìè e, a, b, c è òàáëèöåé:

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Â ïðåäñòàâëåíèè ïîäñòàíîâîêàìè ýëå-
ìåíòû ýòîé ãðóïïû ìîæíî çàïèñàòü:{
e =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,
(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,
(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,
(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}
.

ã) Îäíà ãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà 5-ãî ïîðÿäêà ñ
ýëåìåíòàìè e, a, b, c, d è òàáëèöåé:

e a b c d
e e a b c d
a a b c d e
b b c d e a
c c d e a b
d d e a b c

Ïðèìåðîì òàêîé ãðóïïû ìîæåò ñëóæèòü ãðóïïà ïî-
âîðîòîâ ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà: ïîâîðîòîâ âîêðóã
öåíòðà ïÿòèóãîëüíèêà íà óãëû 0◦, 72◦, 144◦, 216◦, 288◦.
4.45. Åñëè â ãðóïïå äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x âûïîëíÿåòñÿ
x2 = e, òî ñì. óïð. 4.11; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéòè íåïå-
ðåñòàíîâî÷íûå ýëåìåíòû x è y, äëÿ êîòîðûõ x2 = y3 = e.

�5. 5.1. á), â), ä), ç), ê) Îáðàçóåò; à), ã), å), æ), è) íå îáðàçóåò.
5.2. Íåò. 5.3. à) Íåò; á) äà. 5.4. Íåò. 5.5. Äà, âñå êîëüöà.
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5.7. Èìååò, íàïðèìåð:

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
. 5.9.

Ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ âQ2 âûòåêàþò èç ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îïåðàöèé â ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåëQ, êðîìå òî-
ãî, óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.
Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî ñëîæåíèþ âQ2 ÿâëÿåòñÿ ïà-
ðà (0; 0), à ïî óìíîæåíèþ � (1; 1). Ïðîòèâîïîëîæíûì ê
ýëåìåíòó (a; b) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò (−a;−b) ∈ Q2. Äåëèòå-
ëÿìè íóëÿ â Q2 ñëóæàò ïàðû (a; 0) è (0; b), a ̸= 0, b ̸= 0.
5.10. Íå ÿâëÿåòñÿ: îïåðàöèÿ ⊕ íå êîììóòàòèâíà. 5.11.
à) Èìååì ðàâåíñòâà 0 = (x+y)+(−(x+y)) è 0 = (x+y)+
(−(y+x)), ãäå−(y+x) = (−1)(y+x) = −y+(−x). Îòêóäà
−(x+y) = −(y+x) è x+y = y+x. á) Ïóñòü R � íåêîììó-
òàòèâíàÿ ãðóïïà. Íàçîâåì îïåðàöèþ â R ¾ñëîæåíèåì¿
â êîëüöå, à ¾ïðîèçâåäåíèå¿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç R
ïîëîæèì ðàâíûì íåéòðàëüíîìó ýëåìåíòó ãðóïïû � ¾íó-
ëþ¿. Ïîëó÷èì íåêîììóòàòèâíîå êîëüöî. 5.12. 4. 5.13.
2. 5.15. à) 0 = (a+ b)2 = a2+ab+ ba+ b2 = ab+ ba. 5.16.
Âñå ïîäêîëüöà èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è ïîäãðóïïû àä-
äèòèâíîé ãðóïïû Z, ò.å. H0, H1, H2, ..., ãäå H0 = {0}, à
Hn = {nk|k ∈ Z}. 5.18. Â çàäà÷å 5.17 âìåñòî 5 ìîæíî
âçÿòü äðóãîå ÷èñëî.

�6. 6.1. Â çàäà÷å 5.1: â) ïîëå, â çàäà÷å 5.5: á) ïîëå. 6.2. à)
Åñëè

√
n /∈ Q. á) Åñëè n < 0. â) n = 2 ïðè p = 3; n = 2, 3

ïðè p = 5; n = 3, 5, 6 ïðè p = 7. 6.3. Åäèíè÷íûì ýëåìåí-
òîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 2. 6.5. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëå äîëæ-
íî ñîäåðæàò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà. 6.6. Ïîëå. Íóëåì
ÿâëÿåòñÿ a, åäèíèöåé � b. 6.8. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî
ìàòðèö óêàçàííîãî âèäà, ãäå a, b ∈ Q, èëè ìíîæåñòâî
ìàòðèö â êîòîðûõ b = 0. 6.10. Îáðàòíûì ýëåìåíòîì ê
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÷èñëó 1− 3
√
2 + 2 3

√
4 ÿâëÿåòñÿ

1

43

(
5 + 9 3

√
2− 3

√
4
)
. 6.12.

Åäèíèöà íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ, òàê
êàê óñëîâèå 1e = e = 0 ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïî-
ëÿ. Äîïóñòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà p ïîëÿ P � ñîñòàâ-
íîå ÷èñëî. Òîãäà p = ab, ãäå 1 < a < p, 1 < b < p, è
pe = (ab)e = (ae)(be) = 0. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïîëå
íåò äåëèòåëåé íóëÿ, ïîëó÷àåì: ae = 0 èëè be = 0. Íî
òî è äðóãîå ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà p. Ñëå-
äîâàòåëüíî, p � ïðîñòîå ÷èñëî. 6.13. Ìóëüòèïëèêàòèâ-
íàÿ ãðóïïà ïîëÿ èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ èìååò ïîðÿäîê
3, è äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïîëÿ äîñòàòî÷íî èìåòü ìàò-
ðèöó 2-ãî ïîðÿäêà íàä ïîëåì Z2, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ A2 + A + E = Θ,
ò.å. trA = detA = 1 (çäåñü ÷åðåç trA îáîçíà÷åíà ñóì-
ìà ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû, íàçûâàåìàÿ

ñëåäîì ìàòðèöû). Òàêàÿ ìàòðèöà

(
0 1
1 1

)
, è ïîëå ñîñòî-

èò ýëåìåíòîâ Θ, E, A, A + E; ïðè n = 6 ðàññìîòðåòü
ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ â àääèòèâíîé ãðóïïå. 6.14. Â ïîëå
Z5 óðàâíåíèå 2x = 3 èìååò ðåøåíèå x = 4, óðàâíåíèå
3x = 3 èìååò ðåøåíèå x = 1, 3x = 2 èìååò ðåøåíèå
x = 4, óðàâíåíèå 5x2 = 2 ðåøåíèé íå èìååò. Â ïîëå Z7

óðàâíåíèå 2x = 3 èìååò ðåøåíèå x = 5, 3x = 3 èìååò
ðåøåíèå x = 1, 3x = 2 èìååò ðåøåíèå x = 3, óðàâíå-
íèå 5x2 = 2 ðåøåíèé íå èìååò. Â ïîëå Z17 óðàâíåíèå
2x = 3 èìååò ðåøåíèå x = 10, 3x = 3 èìååò ðåøå-
íèå x = 1, 3x = 2 èìååò ðåøåíèå x = 12, óðàâíåíèå
5x2 = 2 ðåøåíèé íå èìååò. 6.15. Íàä ïîëåì Z5 ñèñòåìà
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (2, 3, 2), íàä ïîëåì Z7 ñè-
ñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (5, 6, 5). 6.16. Ïóñòü
R = {r0 = 0, r1 = 1, ..., rn−1} � êîëüöî èç n ýëåìåíòîâ
áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Äëÿ ëþáîãî rk ̸= 0 (1 ≤ k ≤ n − 1)
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âñå ïðîèçâåäåíèÿ rkr1, ..., rkrn−1 ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó rk
íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ i
äëÿ êîòîðîãî rkri = 1, ò.å. ri = r−1

k . 6.18. b = a(a− 1)−1

è îòêóäà ñëåäóþò òðåáóåìûå ðàâåíñòâà. Îáðàòíî, èç ðà-
âåíñòâà (1−a)+ c = (1−a)c = c(1−a) äëÿ ëþáîãî c ∈ R
ñëåäóåò 1− a+ c = c− ac, îòêóäà a(1− c) = (1− c)a = 1.

�7. 7.1. à) 12 + 5i, á) 4i, â) 0, ã) 4, ä) 2 + i, å) 19
5
− 43

5
i, æ)

127
2

+
√
3
2
i, ç) 44

318
−

√
5

318
i, è) 2in−1. 7.2. −i. 7.3. in = 1 ïðè

n = 4k, in = i ïðè n = 4k + 1, in = −1 ïðè n = 4k + 2,
in = −i ïðè n = 4k + 3, ãäå k � öåëîå ÷èñëî; i77 = i;
i98 = −1; i−57 = −i. 7.5. à) z1 = 2, z2 = 1 − i, á) ∅. 7.6.
à) (5; 3), á) (2; 3), â)

(
−1

8
; 3
4

)
, ã) y = −1, ä)

(
− 4

11
; 5
11

)
, å)

(4; 2). 7.7. x1 = 2, x2 = −2. 7.8. x1 = 1, x2 = −1. 7.9. à)
ïðè ëþáûõ t ∈ R, á) ïðè t = −1

2
. 7.10. à)

√
65, á) 2

√
10.

7.11. à) z1 = 2− i, z2 = −2+ i, á) z1 = −2+ i, z2 = −3+ i,
â) z1 = 2i, z2 = −1, ã) z1 = 1 + 2i, z2 = 3i, ä)
z1 = 5− 2i, z2 = 2i. 7.14. (1; 1), (−1; 1). 7.15. Ìíîæåñòâî
R. 7.16. Ñîïðÿæåíû. 7.19. z = −4, 8 + 6, 4i. 7.20.

Äà. 7.21. à) 5(cos 0 + i sin 0), á) cos
π

2
+ i sin

π

2
, â)

√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
, ã) cos

(
−π
2

)
+ i sin

(
−π
2

)
, ä)

2(cosπ + i sinπ), å) 3
(
cos
(
−π
2

)
+i sin

(
−π
2

))
, æ)

2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
, ç) 2

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
, è)

2

(
cos

(
−5π

6

)
+ i sin

(
−5π

6

))
, ê) 2

(
cos
(
−π
6

)
+

i sin
(
−π
6

))
, ë) 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
, ì)

2
(
cos
(
−2π

3

)
+i sin

(
−2π

3

))
, í) cos

(π
2
− α

)
+



138 Îòâåòû, ðåøåíèÿ, óêàçàíèÿ

i sin
(π
2
− α

)
, î) cos(φ − ψ) + i sin(φ − ψ). 7.22. à)

0; àðãóìåíò íå îïðåäåëåí, á) 64;− 4

15
π. 7.23. à)

1

2
+

√
3

2
i,

á) 2i, â) −1 + i, ã)

√
2

2
+

√
2

2
i. 7.26. à) Çàìêíóòûé êðóã

ðàäèóñà 3 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. á) Ìíîæåñòâî
òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ âíå êðóãà ðàäèóñà 3 ñ öåíòðîì â íà-
÷àëå êîîðäèíàò. â) Îòêðûòûé êðóã ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì
â òî÷êå 3i. ã) Ìíîæåñòâî òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ âíå êðóãà
ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå −3 + 2i. ä) Âíóòðåííîñòü
ïîëîñû, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïðÿìûìè y = ±2. å) Ìíî-
æåñòâî âñåõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ñïðàâà îò ïðÿìîé
x =

√
2 è ñëåâà îò ïðÿìîé x = −

√
2, âêëþ÷àÿ ýòè ïðÿ-

ìûå. æ) Ïåðåñå÷åíèå äâóõ îáëàñòåé: ìíîæåñòâî òî÷åê,
íàõîäÿùèõñÿ âíå êðóãà ðàäèóñà 0,2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è ïîëóïëîñêîñòè x < y, áåç ïðÿìîé y = x. ç)
Ëó÷, èñõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì π

2
; è)

ëó÷, èñõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì 310◦.
ê) Âíóòðåííîñòü óãëà, îáðàçîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîé
âåùåñòâåííîé ïîëóîñüþ è ëó÷îì, âûõîäÿùèì èç íà÷àëà
êîîðäèíàò ïîä óãëîì −π

4
ê ýòîé ïîëóîñè, íå âêëþ÷àÿ

ýòîò ëó÷. ë) Ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ 3 è 2i. ì)
Ãèïåðáîëà ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ 4 è 2i. í) ×àñòü êîëüöà,
îáðàçîâàííîãî îêðóæíîñòÿìè, âêëþ÷àÿ è ãðàíèöû,
ðàäèóñîâ 1 è 2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, îãðà-
íè÷åííàÿ ïðÿìûìè y = −

√
3, y = 0, âêëþ÷àÿ ýòè

ïðÿìûå. î) Ïåðåñå÷åíèå äâóõ îáëàñòåé: âíóòðåííîñòü
êðóãà ñ ðàäèóñîì 1 è öåíòðîì â òî÷êå −i è ìíîæåñòâî
òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ âíå êðóãà ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â
òî÷êå −1, âêëþ÷àÿ ãðàíèöó. 7.27. Åñëè z = x + yi,

òî Re

(
3

z

)
=

3x

x2 + y2
, à Im

(
1

z
− 1

)
= − y

x2 + y2
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, çàäàííîå óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä:
3x

x2 + y2
≥ −y

x2 + y2
. Îòêóäà èñêîìîå ìíîæåñòâî � ïî-

ëóïëîñêîñòü y ≥ −3x ñ èñêëþ÷åííîé òî÷êîé 0. 7.28.

Ïóñòü z = x+ yi, òîãäà Re z = x, Im z = y,
Re z

Im z
=
x

y
= k

è |z + 4 − 3i| =
√
(x+ 4)2 + (y − 3)2 ≤ 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

 (x+ 4)2 + (y − 3)2 ≤ 1,

y =
1

k
x.

Òîãäà äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû
1

k
îãðàíè÷åí

óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðÿìûõ � êàñàòåëüíûõ
ê îêðóæíîñòè (x + 4)2 + (y − 3)2 = 1, ïðîâåäåí-

íûõ èç òî÷êè 0: −tg

(
arctg

3

4
− arcsin

1

5

)
≤ 1

k
≤

−tg

(
arcsin

1

5
− arctg

3

4

)
. Íàéäåì ÷èñëîâûå âûðàæå-

íèÿ äëÿ ãðàíèö äèàïàçîíà: tg

(
arcsin

1

5

)
=

1√
24
,

tg

(
arctg

3

4
− arcsin

1

5

)
=

4

6 +
√
6
. Àíàëîãè÷íî ìîæ-

íî ïîëó÷èòü, tg

(
arcsin

1

5
+ arctg

3

4

)
=

4

6−
√
6
.

Èòàê, − 4

6 +
√
6

≤ 1

k
≤ − 4

6−
√
6
, çíà÷èò,

−6−
√
6

4
≥ k ≥ −6 +

√
6

4
. Òàêèì îáðàçîì, îáëà-

ñòüþ èçìåíåíèÿ âûðàæåíèÿ
Re z

Im z
ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë[

−6 +
√
6

4
;−6−

√
6

4

]
. 7.29. à) Ñäâèíóòü âåêòîð z íà
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âåêòîð a(−3; 0). á) Ïîâåðíóòü ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè
z íà óãîë π

2
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. â) Ïåðåíåñòè

ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè z íà âåêòîð a(2;−1). 7.30. à)
2500, á) 2150, â) −230, ã) (2 +

√
3)12, ä) 215i, å) −64.

7.31. 216 · cos16
(
π − 2φ

4

)
(cos 8φ − i sin 8φ). 7.32.

z12 = −64. 8.33. sin 5x = 5 cos4 x sin x − 10 cos2 x sin3 x +
sin5 x, cos 5x = cos5 x − 10 cos3 x sin2 x + 5 cosx sin4 x.

7.35. à) 1, −1

2
± i

√
3

2
, á)

√
3

2
+

1

2
i, −

√
3

2
+

1

2
i, −i,

â) cos
(4k + 1)π

12
+ i sin

(4k + 1)π

12
(0 ≤ k ≤ 5),

ã) 2
√
1, ä) ±

√
3

2
(
√
3 + i), ±i

√
3, ±

√
3

2
(
√
3− i),

å)
√
3 + i, −

√
3 + i, −2i,

æ) 2

(
cos

(6k − 1)π

30
+ i sin

(6k − 1)π

30

)
(0 ≤ k ≤ 9),

ç) 4
√
2

(
cos

(8k − 1)π

32
+ i sin

(8k − 1)π

32

)
(0 ≤ k ≤ 7),

è) ±

(
3

2
+ i

√
3

2

)
, ±

(√
3

2
− i

3

2

)
, ê) ±

√
2

2
± i

√
2

2
,

ë) 2i, −
√
3−i,

√
3−i. 7.36. à) z1,2 = ±i, z3,4 =

1±
√
3i

2
,

á) z1,2 = ±1, z3,4 = ±i, z5,6 = ±2, z7,8 = ±2i,

â) z =
4

3
− i. 7.37. a = 10. 7.38. Ïðåîá-

ðàçóåì âûðàæåíèå x1:

(
sin

5π

8
+ i cos

5π

8

)4

=(
sin
(π
2
+
π

8

)
+ i cos

(π
2
+
π

8

))4
=
(
cos

π

8
− i sin

π

8

)4
=
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=

(
cos

(
π − 7π

8

)
− i sin

(
π − 7π

8

))4

=(
− cos

7π

8
− i sin

7π

8

)4

=

(
cos

7π

8
+ i sin

7π

8

)4

=

cos

(
4 · 7π

8

)
+ i sin

(
4 · 7π

8

)
= cos

7π

2
+ i sin

7π

2
= 0− i =

−i. Èòàê, x1 = −i. Ïîñêîëüêó x1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ,
ìû èìååì x1

3 + (a − 2)x1
2 + a2x1 − 2a2 − 1 = 0;

(−i)3 + (a − 2)(−i)2 + a2(−i) − 2a2 − 1 = 0;
i−(a−2)−a2i−2a2−1 = 0; −(2a2+a−2+1)+(1−a2)i = 0,

÷òî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè

{
2a2 + a− 1 = 0,

1− a2 = 0,
ò.å. òîëü-

êî ïðè a = −1. Ïðè a = −1 óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
x3−3x2+x−3 = x2(x−3)+(x−3) = (x2+1)(x−3) = 0.
Çíà÷èò, x2 = i, x3 = 3. Èòàê, {−i, i, 3} � ìíîæåñòâî

âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ. 7.39. {±1},

{
1,

1

2
± i

√
3

2

}
,

{±1,±i},
{
±1,±1

2
(1 + i

√
3),±1

2
(1− i

√
3)

}
,{

±1,±i,±
√
2

2
(1 + i),±

√
2

2
(1− i)

}
,{

±i,±1

2
(1 + i

√
3),±1

2
(
√
3 + i),±1

2
(
√
3− i)

}
. 7.40.

(−1)n−1; âñå ñîìíîæèòåëè, îòëè÷íûå îò 1 è −1, ðàç-
áèòü íà ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ. 7.43. ε è ε èìåþò
îäèíàêîâûå ïîðÿäêè.
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